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Predgovor

Svrha Ova knjiga pokriva jednosemestralni kurs verovatnoce za studente koji su imali tradi-
cionalni niz matematicke analize jedne i vise promenljivih i kurs linearne algebre. Namenjen je
pripremi ucenika za napredni rad u verovatnoci. Na primer, studenti koji nameravaju da nastave
da pohadaju matematicku statistiku, sluc¢ajne procese ili bilo koji drugi napredni kurs verovatnoce.

Struktura kursa je dizajnirana da bude 2/3 tradicionalnog predavanja i 1/3 samostalnog ucenja,
gde studenti zavrsavaju vezbe prvenstveno sami da bi stekli intuiciju o prirodi razli¢itih zakona i
koncepata verovatnoce.

Organizacija Prvi deo je najveci deo kursa, koji sadrzi glavne ideje, koncepte i teoreme ve-
rovatnoce. Deo III okuplja neke dodatne korisne ¢injenice o verovatnoci i raspodelama i moze
se integrisati u kurs po potrebi. Deo III sadrzi neke osnovne informacije o skupovima, logici,
funkcijama, kombinatorici i integraciji, i koje studenti ¢esto zaboravljaju pre nego §to dodu na kurs
matematicke verovatnoce. Konacno, deo IV sadrzi reSenja za mnoge zadatke u tekstu, koji se nalaze
na kraju svakog poglavlja.

Sazetak U delu I predstavljam sazetak ideja na pocetku svakog poglavlja. Kada prvi put procitate
ovaj sazetak verovatno nece imati mnogo smisla, ali kada razumete materijal poglavlja, re¢i i oznake
u sazetku bi trebalo da budu potpuno razumljive. Dakle, dobar nacin da proverite da li razumete
poglavlje je da se vratite i ponovo procitate sazetak.

Moj pristup Kada drzim ovaj predmet, ostavljam sve u delu Il da ga studenti ¢itaju po potrebi i
odmah pocinjem sa predavanjem sa delom I. Ali bez obzira da li pocinjete sa prvim ili kasnijim
poglavljem, deo III bi trebalo da posluzi kao dragocena referenca za studente dok uranjaju u prvi
deo.

Kurs kako ga ja predajem ima tri (dvo)casa nedeljno. Predavanja drzim ponedeljkom i petkom,
a sredom slede vezbe iz dela II, gde studenti generisu sluc¢ajne promenljive i proucavaju njihova
svojstva. Ove laboratorijske vezbe se implementiraju pomocu R.

Ucionica u kojoj predajem ima rac¢unar dostupan za svakog studenta, ali vec¢ina studenata radije
ponese svoj laptop. Vezbe su strukturisane tako da imaju glavni deo pracen prosirenim. Studenti
koji zavrse glavne vezbe pre nego $to se nastavna sesija zavrsi su obavezni da zatim zavrse prosirene
vezbe, posto vreme potrebno za zavrsetak znacajno varira izmedu ucenika u zavisnosti od njihovog
poznavanja racunara.
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Raspodele (podsetnik)

Uniformne slucajne promenljive

X fx(s)
Unif(A) 1(se€ A)/u(A)

Standardne slucajne promenljive

X fx(s) E[X] V(X)
Unif([0,1]) 1(s € [0, 1)) 1/2 1/12
Exp(1) exp(—s)l(s > 0) 1 1

N(0, 1) 7 Y2 exp(—s%/2) 0 1
Cauchy(0) % : 3211 ne postoji  ne postoji

Pomeranje i skaliranje standardnih slu¢ajnih promenljivih

X Iz standardne  fx(s) E[X] V(X)
Unif([a,0]) (b—a)U+a 1(s € [a,b])/(b - a) bta  (b-a)®
Exp()) T/A Aexp(—As)L(s > 0) /A 1/X2
N(u,o?) p+oZ (o27)~ Y2 exp (—%) L o

Jos poznatih slucajnih promenljivih

X fx(s) E[X] V(X)
Bern(p) pl(s =1) + (1 —p)i(s = 0) p p(1—=p)
Bin(n, p) (NP A —p) @ €{0,...,n}) np np(1 —p)
Geo(p) p(l—p) 'L € {1,2,.. -}) 1/p (1-p)/p°
NegBin(r,p)  (2y)p"(L—p)" "L(i € {1,2,...}) r/p r(1—p)/p?
Gamma(n,\) A"s" exp(—As)['(n )"H(s>0)  n/X n/\2
Pois(u) eXp( i 1(: €4{0,1,2,...} U u

Beta(a, b) s~ 1(1 s)P~1(s € [0,1]) a/(a+b) WELMH)
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Glava 1

Sta je verovatnoéa?

Pitanje dana Pretpostavimo da znam da ¢e danas ili padati kisa, ili padati sneg, ili
nijedno od toga. Sansa za kisu je 30% a za sneg 15%. Kolika je $ansa da ne pada ni
jedno ni drugo?

Sazetak Matematika delimi¢nih informacija naziva se verovatnoca i koristi se za
izradu proracuna sansi da dode do odredenih ishoda.

Ponekad se sve zna o nekom matematickom modelu. Na primer, mozemo znati da je duzina
prostorije tacno 30 fita ili da je pritisak u kontejneru tacno 112 psi. U drugim slucajevima mgli
bismo imati samo delimi¢ne informacije. MoZemo znati da je duzina prostorije negde izmedu 20 i
40 fita ili da je pritisak u kontejneru najvise 120 psi. Tada treba da nademo nacin da modelujemo i
duzinu i pritisak koji uzima u obzir ¢injenicu da imamo samo delimi¢ne informacije o njihovim
pravim vrednostima.

Pogledajmo berzu. Vrednost berze na danasnji dan je poznata i to nam daje delimi¢nu informaciju
o tome kakva ¢e vrednost berze biti sutra.

Posto se sutrasnja berza jo$ nije desila, nemamo potpune informacije i treba nam nacin da
modelujemo nepotpune informacije koje posedujemo.

Drugi nacin na koji moze do¢i do delimi¢nih informacija je kada je moguce dobiti ukupne
informacije, ali to bi bilo preskupo. Na primer, nema smisla da anketni tim pita svaku osobu u
Sjedinjenim Drzavama koji je njihov preferirani kandidat za predsednika. Umesto toga, ako se
mali uzorak iz populacije odabere nasumic¢no i zatim ispita, to daje samo delimi¢ne informacije o
preferencijama celog birackog tela.

Takode moze biti da je cilj razumevanje slucajnih fizickih procesa koji su previse komplikovani
da bi imali potpun model. Bacanje nov¢ica, bacanje kockica ili mesanje karata su sve primeri
fizickih procesa koji mogu dovesti do nedostatka informacija. U stvari, ova vrsta slucajnosti je Cesto
prva vrsta sa kojom ljudi dolaze u kontakt. Ovo neke ljude navodi na razmisljanje da je sluc¢ajnost
jednaka fizickoj sluc¢ajnosti. Medutim, to je daleko od istine, a fizi¢ki sistemi su samo poseban
slucaj shvatanja da slucajnost znaci delimi¢ne informacije.

Grana matematike koja se bavi delimi¢nom informacijom zove se verovatnoéa. Termin potice od
latinske reci probabilis sto zna¢i moguce i prvi put se pojavio kada se govorilo o neizvesnosti dokaza
u sudskim predmetima. Verovatnoce se i danas koriste na sudu, a takode se koriste za modeliranje,
od toga koliko ¢e prijatelja prisustvovati zabavi, pa sve do buduceg stanja planete. Neophodno je
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biti u stanju da pravilno izracunate imajuci samo delimic¢ne informacije, i da se pravilno kombinuju
izvori neizvesnosti. To je ono ¢ime se ovaj kurs bavi.

Ovde ce se duplo podebljano veliko slovo P, P, koristiti da oznaci verovatno¢u odigravanja
nekog dogadaja. Na primer, ako mislim da je verovatnoca da sutra pada kisa 30%, to ¢u napisati
[P(kisa) = 0.3. Drugi termin za verovatnocu je $ansa, re¢ koja dolazi iz latinskog cadere, $to znaci
slucajevi.

U pomenutom primeru ima dva slucaja: ili ¢e padati kisa ili nece. Modernim jezikom reci ¢emo
da su ishodi {kisa, nema kiSe}. Prostor je ime za skup koji je poseban na neki nac¢in. Ako ranije
niste videli skupove, sada je pravo vreme za to pogledajte Glavu 43. U verovatnoc¢i nazvacemo skup
ishoda koji imaju verovatnoce povezane sa dogadajima prostor ishoda.

Definicija 1
Prostor ishoda je skup mogucih ishoda kada imamo potpune informacije o necemu.
Nekad se naziva i prostor uzorka, ili prostor stanja.

Notacija 1
Uglavnom se koriste slova € (veliko grcko Omega) ili S za oznaku prostora ishoda.

1.1 Verovatnoéa kao mera

U matematici mera nam govori veli¢inu skupa. Lebegova mera je jedna od najcesce korisc¢enih
mera. U jednoj dimenziji Lebegova mera je ono §to smatramo duzinom. Na primer, Lebegova mera
intervala [3, 7] je duZina intervala, ili 7 — 3 = 4.

U dve dimenzije, Lebegova mera je povrsSina regiona. Lebegova mera jedini¢ne kruznice je
povrsina jedini¢nog kruga, koja je (1/2)7 = m. Ovde m = 3.141 . .. je konstanta polukruga, duzina
polovine kruznice poluprecnika 1,17 = 6,283. .. je konstanta punog kruga, duzina cele kruznice
poluprecnika 1.

Verovatnoce su takode mere, ali one mere apstraktniji pojam Sanse da se neki dogadaj desi. Na
primer, sa pomenutim primerom, prostor ishoda je 2 = {r, s, n} gde r oznacava kisu, s oznacava
sneg, a n oznacava ni jedno ni drugo.

Notacija 2
Prilikom pisanja verovatnoce skupa ishoda veli¢ine 1, uobicajeno je izostaviti viticaste
zagrade oko skupa. Na primer,

P(r) =P({r}).

Posto je verovatnoca mera, ona deli odredena svojstva koja sve mere imaju. Duzina $tapa je
primer mere i ima sledeca svojstva:

1. Duzina Stapa je nenegativna.

2. Ako polomim $tap na dva dela, sabiranjem duzina ovih delova dobije se prvobitna duzina
Stapa.

m([0,10]) = m([0,3) U [3,10]) = m([0,3)) + m([3,10]) = 3 + 7 = 10.

Za verovatnoce ove dve ideje se prevode kao
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1. Verovatnoca da se neki dogadaj desi je uvek nenegativna.

2. Ako imamo disjunktna dogadaja A i B (dakle, A N B = (), onda je verovatnoca da se dogodi
bar jedan od ovih dogadaja jednaka zbiru njihovih pojedina¢nih verovatnoca.

Ove ideje moZemo zapisati i matematicki. Za meru m,
1. Za svaki merljivi skup A, m(A) > 0.
2. Zabilo koja dva merljiva skupa A i B takvada AN B = (), vazi m(AU B) = m(A) + m(B).

Kada koristim meru brojanja, ako razbijem skup na dva manja skupa koja se ne preklapaju, opet
ukupna veli¢ina je zbir veli¢ina manjih skupova.

#{a,b,c,d,e}) = #({a, b} U{c,d,e}) = #({a,b}) + #({c,d,e}) =2+ 3 =5.
Za verovatnoce, to znaci
(VA,B: AB=0)(P(AU B) =P(A) + P(B)).

U stvari, ovo funkcionise za bilo koji konacan broj skupova, a ne samo za 2. Skupovi koji se ne
preklapaju se pojavljuju dovoljno cesto da ovom svojstvu damo posebno ime.

Definicija 2
Kazemo da su skupovi A i B disjunktni ako je A N B = (). Kolekcija skupova {A,} je
disjunktna ako je svaki par skupova u kolekciji dosjunktan.

1.2 Ukupna verovatnoca

Verovatnoce imaju dodatno svojstvo koje nemaju sve mere. Ukupan iznos verovatnoce sa kojim
radimo je 100% = 1. Redju, verovatnoca da se nesto desi je 1. Matematicki, za prostor ishoda €2,

P(Q) = 1.

Ovde nema nista posebno u vezi sa konstantom 1: mogli smo da postavimo na bilo koji poziti-
van broj i oko njega izgradimo teoriju verovatnoce. Istorijski gledano, koris¢enje 1 kao ukupne
verovatnoce matematic¢arima je izgledalo najprirodnije, pa se 1 danas koristi kao ukupna konstanta
verovatnoce.

Odgovor na pitanje dana Sa ovim svojstvima sada moZemo resiti pitanje dana:

P({r,s,n}) =P{r}u{stu{n}) =30%+ 15% + P({n}) =1,

dakle P({n}) = 1 — 0.3 — .15 = [55%.

1.3 Zenonov paradoks

Zenon je imao nekoliko paradoksa, ali u najpoznatijem je linija prekinuta na pola, zatim je desna
polovina prelomljena na pola, i tako dalje. Ovo lomljenje na pola je uradeno beskonacan broj puta
i, i dalje zbir mera komada jednaka je ukupnoj meri kompleta.

I
0 1/2 3/4  7/8 1
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m([0,1]) = m([0,1/2)) + m([1/2,3/4)) + m([3/4,7/8)) + -
111

l=—4 -4 =-q4...
2—1—4—'—8+

Drugim rec¢ima, za meru Zelimo da se zadrzi svojstvo aditivnosti, ne samo za kona¢nu kolekciju
disjunktnih skupova, ve¢ ¢ak i za beskonacan niz disjunktnih skupova.

1.4 Formalna definicija verovatnoce

Hajde sada da preciziramo navode u poslednjoj sekciji davanjem formalne definicije verovatnoce.

Definicija 3
Neka P ima skup ishoda 2. Ako je P(A) definisano za A C ), onda kazemo da je A
merljiv, ili da je dogadaj.

Re¢i da je A merljivo znadi da je definisano P(A). Onda Zelimo da se uverimo da je verovatnoca
da ishod nije u A takode definisana. Drugim re¢ima P(A®) gde je A komplement od A, takode

treba definisati.
Sli¢no, ako je A1, Ag, ... niz podskupova €2, i P(4;) je definisan za svaki od njih, takode bismo
zeleli da verovatnoca da ¢e unija UJ° | A; biti definisana. Ovim mislimo na beskona¢nu uniju

UX,A; = {a: (3i)(a € A))}.

Otuda imamo sledecu definiciju.

Definicija 4
Neka je F kolekcija podskupova od €2 takva da je

1. Zatvorena za komplemente: Ako A € F, onda i A® € F.

2. Zatvorena za prebrojive unije: Ako su A;, Ag,...u F ondai

F se zove o-algebra, a njeni elementi merljivi skupovi.

Par napomena:
1. Simbol o je grcko slovo sigma, dakle termin o-algebra procitajte naglas kao ,sigma-algebra”.
2. Sinonim za o-algebru je o-polje.

3. Cesto nazivamo elemente F merljivim skupovima jer su to skupovi kojima dodeljujemo
verovatnoce.

4. Kad god je €2 konacan skup, F bice skup svih podskupova od (2.

5. Kada je Q2 = R, o-algebra F obi¢no se uzima kao Borelovi skupovi. U ovom prvom kursu
verovatnoce ne¢emo precizno definisati Borelove skupove, dovoljno je primetiti da bilo koji
interval (otvoren ili zatvoren, konacan ili beskonacan) je element Borelovih skupova.
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Primer 1
Ako su [0, 3] i [2, 9] merljivi skupovi, pokazite da je [0, 9] takode merljiv.

Odgovor. Merljivi skupovi su zatvoreni pod prebrojivim unijama ($to ukljucuje ko-
nacne unije). Pa zato §to su [0, 3] i [2, 9] merljivi, onda je merljiv i

[0,3] U[2,9] = [0,9].

Definicija 5
Funkcija P : F — [0, 1] je raspodela verovatnoce ako vazi sledece:

1. Ukupna verovatnoca: 2 € FiP(Q) = 1.

2. Prebrojiva aditivnost: Ako su Ay, As, ... podskupovi od €2 takvi da je za svako
i % 3, A;A; = (0, onda vazi

o0

P(UR14:) = ) P(4).
i=1

Napomena: ponekad matematicari to nazivaju aksiomama verovatnoce umesto definicijama.

Primer 2
Neka je P(i) = (1/3)l zai € {1,2,.. .} U{~1,-2,...}. Naéi P({1,2,3,...})?

Odgovor Koristeci nase pravilo za mere verovatnoce
P({1,2,...}) = P1}U {2} U {3}U---)
=D _P({i})

13 1
_1—1/3_3—1_'

Imajte na umu da je numericki rezultat u ovom primeru dat na 4 znacajne cifre, ili skraceno 4
sig figs. Za brojeve kao $to je 0.5, verzija sa 4 cifre 0.5000 je identi¢na, ali za brojeve kao Sto je
V/2, verzija sa 4 cifre 1.414 ¢e biti malo razli¢ita. Medutim, relativna greska izmedu dve verzije
bice najvise 0.01%, $to je dovoljno mala greska da zadovolji ve¢inu potreba u praksi, dok drasti¢no
povecava (Citljivost. Zbog toga ¢e u ovom tekstu 4 cifre biti standardni nacin za aproksimaciju
numerickih rezultata.

Zadaci

1.1 Za A € Fnaéi P(AU A%).

1.2 Na¢éiP((AUBUC)U (AUBUO)Y).
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Dokazati da ako je prostor ishoda 2 merljiv, onda je merljiv i ().

Odrediti
[0,1/2)U[1/2,3/4)U[3/4,7/8)U---7

Ako je [0,1 — 1/n] merljiv za svako n > 2, pokazati da je interval [0, 1) merljiv.
Ako je {i} merljiv za svaki pozitivan ceo broj i, pokazati da je skup {2, 4,6, ...} merljiv.

Particija skupa €2 je kolekcija disjunktnih skupova ¢ija unija je §2. Neka A, BiC particiraju
(). Izrac¢unati P(A) + P(B) + P(C)?

Pokazati da je za Borelove skupove, skup
0,1]U[2,3]U[4,5]U---
merljiv.
Pretpostavimo za i € {0,1,2,...},
P([i,i+ 1)) = (1/3)"".
Nad¢i P(]0, 00)?
Neke je zai € {1,2,3...},P(i) = (1/4)". Naci

P({1,2,3,...})?



Glava 2

Osobine raspodela verovatnoce

Pitanje dana Dato da je P(4;) = 0.2, P(A2) = 0.91P(A1A2) = 0.15, koliko je
]P(Al U AQ)?

Sazetak Iz osnovne definicije mozemo izvesti nekoliko svojstava raspodele verovat-
noce
P(@) =0 Verovatnoéa praznog skupa
P(AY) =1 —P(A) Komplementi
ACB=P(A) <P(B) Monotonost
P(A)=1= (VB)(P(B) =P(AB)) Sigurni dogadaji
o
P (U2 4;) < Z P(A;) Granica unije
i=1
P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AB) Uklju¢ivanje-Isklju¢ivanje za dva dogadaja

Kljucni objekti verovatnoce su slucajne promenljive'. Promenljiva uzima odredenu vrednost, ali
nemamo nikakve informacije o tome koja je ta vrednost. Na primer

xz €R,

Ovde je x promenljiva, € znaci element od i R znaci realni brojevi. Re¢i da je x promenljiva realne
vrednosti znac¢i da x uzima neku specificnu vrednost, ali ne znamo nista o tome koja je to vrednost.

Mogu se dati iskazi o z, ali najbolje $to moZemo reéi o izjavama je da su ili istinite ili lazne. Na
primer,

{z € [10,30]} € {ISTINA,LAZ}

posto je izjava: x je element zatvorenog intervala [10, 30] ili istinita izjava, lazna izjava, ali ne moze
biti oboje. Da bismo ovo pretvorili u brojeve, koristimo funkciju indikator. Ova funkcija uzima kao
ulaz izraz koji je tacan ili netacan. Vraca 1 ako je unos istinit, i 0 u suprotnom.

' eng. random variable
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Definicija 6
Koriste¢i T za istinit iskaz i F za lazni iskaz, indikatorska funkcija 1 : {F, T} — {0, 1}
je definisana kao

1T) =1
1(F) = 0.

Koriste¢i indikator notaciju,
1(x €]0,30]) € {0,1}.

Ipak, ovo je sve ili nista: ili znamo da je izjava tac¢na i vracamo 1, ili znamo da je izjava netacna i
vrac¢amo 0.
Pretpostavimo sada da imamo slu¢ajnu promenljivu X koja predstavlja visinu zgrade koju vidimo
u daljini. Bez preciznog merenja zgrade, ne znamo sa sigurnos¢u kolika joj je visina, ali joj mozemo
pripisati verovatnocu.
P(X € [10,30]) € [0,1].

Verovatnoca koju sada dodeljujemo nije samo 0 ili 1, ve¢ bilo koji broj izmedu 0 i 1 koji ukazuje
na na$ stepen uverenja da je izjava istinita. Za skup A, da bi Px(A) = P(X € A) bila mera
verovatnoce (tj. raspodela verovatnoce), neophodno je da zadovoljava neke osobine.

Prosli put smo rekli da je raspodela verovatnoce (mera verovatnoce) funkcija P koja slika skup
dogadaja F u [0, 1] i koja ima sledece dve osobine:

1. Ukupna verovatnoca: P(2) = 1.

2. Prebrojiva aditivnost: Ako su Ay, As, . .. podskupovi od 2 takvi da za svako i # j, A;A; = 0,

onda
o0

P (U2 A;) = > P(A).

i=1

Poc¢nimo sa ove dve ¢injenice o merama verovatnoce. Postoji mnogo vise ¢injenica o raspodelama,
ali matematicari vole da pokusavaju i vide da li mogu da se izvuku sa pretpostavkom samo nekoliko
stvari, a zatim dokazu druga svojstva kao njihove logi¢ne posledice.

2.1 Komplementi i prazan skup

Prisetimo se da () oznacava prazan skup gde je za svako z, tvrdenje z € () uvek neta¢no. Sta
onda zna¢i P(X € )) = Px(0)? Znamo da je X € () uvek netac¢no, tako da bi to trebalo da bude
verovatnoce 0, ali to nije jedna od stvari za koje smo pretpostavili da je tacna za meru verovatnoce.
Medutim, moZemo to izvesti iz definicije raspodele.

Cinjenica 1 (Verovatnoca praznog skupa je 0.)

P(0) = 0.

Recju, to znaci da je verovatnoca da nema ishoda jednaka 0. Hajde da uradimo dokaz!

Dokaz. Neka je A; = () za svako i. Onda su svi A; medusobno disjunktni i njihova unija je jednaka
Aq, tako da
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Skracivanje P(A;) sa obe strane nam daje
0="P(A2) + P(A3) + -+ > P(42) > 0,

so P(Ag) = P(0) = 0. O

Ova vrsta dokaza je tipi¢na u ovoj vrsti matematike vodene definicijama. To ne doprinosi
na$oj intuiciji, ono $to ¢ini je da potvrdi da nema potrebe da pravimo posebnu pretpostavku da je
P(()) = 0. Umesto toga, ova ¢injenica je logi¢na implikacija nasih definicija.

Sada kada je P(()) = 0 dokazano, moze biti korigc¢eno za dokazivanje drugih tvrdenja. Na primer,
u definiciji raspodele, rekli smo da je verovatnoca unije prebrojivog niza merljivih dogadaja jednaka
zbiru njihovih verovatnoéa. Sta ako imamo samo konac¢an niz dogadaja?

Cinjenica 2
Neka su Ay, ..., A, disjunktni i merljivi. Onda

P(AjUAsU---UA,) =P(A;) + P(A42) + - - + P(4,).

Dokaz. Prosirimo na$ konacni skup dogadaja Ay, ..., A, na niz, ¢ineci sve ostalo u nizu praznim
skupom. To jest, razmotrimo niz

Ay, Ao, AL 0,0,

Ceo niz je disjunktan jer je presek bilo kog A; sa () jednako (), presek bilo koja dva prazna skupa je
prazan, a presek bilo koje dve neidenti¢ne A; je prazan.

Dakle
P(AjU--UA, UQUOU---) =P(A)) + -+ P(A,) + Y _P(0)
i=1
P(AjU---UA,) =P(A1)+---+P(A,) +0,
i time je dokaz zavrsen. O

Ova poslednja ¢injenica direktno povlaci slede¢u vaznu ¢injenicu.

Cinjenica 3 (verovatnoé¢a komplementa nekog dogadaja je jedan minus verovatnoéa
tog dogadaja.)
Za dogadaj A

P(A) =1 —P(A).

Dokaz. Posto su A i A disjunktni
P(A) + P(A°) =P(AU AY) = P(Q) = 1.

Prebacivanjem P(A) na drugu stranu zavrsava se dokaz. O]
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Primer 3
Svaki od deset miliona ishoda wi,wa, .. .,wy7 je jednako verovatan. Kolika je sansa da
ishod nije w;?

Odgovor Mozemo reci da je

P({w1}9) = P(wz) + P(ws) + - - - + P(wyor),

ili krace,

P({w1}9) = 1 - P({wi}) = 1 - 1/10" = [0.9999999 |

Cinjenica 4 (Verovatnoée striktno rastu u odnosu na podskupove.)
Neka je A C B za dogadaje A i B. Onda

P(A) < P(B).

Dokaz. Nekaje A C B.Onda B = AU A B (re¢ju, B sadrzi one elemente koji suu A ili u B ali
ne u A.) Takode, A i AYB C A€ su medusobno disjunktni. Dakle

P(B) = P(A) + P(A°B) > P(A).

Sledeca ¢injenica ukazuje da treba da brinemo samo o oblasti koja ima verovatnocu 1.

Cinjenica 5
Neka je P(A) = 1. Onda P(B) = P(AN B).

Dokaz. Primetimo da su A N B i A® N B disjunktni i da je njihova unija jednaka B. Onda
P(AN B)+P(A° N B) = P(B).

Takode, posto je A N B C AY, P(A° N B) < P(AY) = 0, dakle P(A® N B) = 0 sto vodi do
zeljenog rezultata. 0

2.2 Granica unije

Sada razmotrimo pronalazenje verovatnoce da se dogodi bar jedan u nizu dogadaja. U skupovnoj
notaciji to znaci da trazimo verovatnoc¢u unije dogadaja.

Posto dogadaji mogu da se preklapaju, nase jednostavno pravilo dodavanja ne vazi. Da bi skupovi
bili disjunktni, razmotrimo prvo uniju dva dogadaja.

Cinjenica 6
Za bilo koje Aq, As,
AU Ay = Ay U AG A,.
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Dokaz. Posto je A?AQ C Aj,ondaje A; C A1 U Ay iA?AQ C A,. Dakle
AL UAY Ay C AU A,

Za drugi smer, neka je a € A; U Ay. Onda je ailiu A; ili u A, ili u oba. Slu¢aj I: a € A;, onda
a€ AU A?Ag. Slué¢aj II: @ ¢ A1, onda posto nije u A; ni uoba A; i Ay, mora biti u Asy. Posto
a ¢ Ay, onda po definiciji a € Alc, dakle a € Achg ia€ AU A?Ag. O

Stavise, A, i A?Ag C A? su disjunktni. Takode, A?Az C Ay. Dakle
P(A1 U Ag) = P(A1) + P(AT A;) < P(Ay) + P(Ay).

Ova ¢injenica o dva skupa moze se generalizovati na ono $to se naziva granica unije ili ponekad
Bonferonijeva nejednakost.

Cinjenica 7 (Granica unije)
Neka je A;, A, As, ... niz dogadaja. Tada

P((URAs) < P(A1) + P(Ag) + P(4s) +--- .

Dokaz. Neka je Ay, A, ... niz dogadaja. Onda
AjUA U = A UATA U AS AT Az U -,
gde je svaki dogadaj na desnoj strani disjunktan sa ostalim. Dakle

P((UR A) = P(Ay) + P(AT Ag) + P(AT AT A3) + -+ < P(A)) +P(Ag) + - - - .

2.3 Ukljucivanje/iskljucivanje
Dok granica unije moze dati gornju granicu verovatnoce, ona nece uvek dati preciznu verovatnocu.

Da bismo to postigli, prvo pogledajmo uniju dva dogadaja. Razmotrimo Venov dijagram dva
dogadaja.

Primetimo da je
AU Ay = AJAT U A1 Ay U A AS
Ay = A1 Ay U A AY
Ay = A1 Ay U AV A,
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Ovde ne¢emo prolaziti kroz formalni dokaz, jer je slican prethodnima. Koris¢enje ovog razbijanja
A1 U Ay znaéida je P(A;) = P(A1 As) + P(A; A32), ili pregrupisavanjem:

P(A1AS) = P(A1) — P(A14s).

Sliéno tome,

P(AT As) = P(A2) — P(A14s).

Ovo nam omogucava da nademo tacnu verovatnoc¢u unije dva dogadaja.

Cinjenica 8 (Ukljucivanje/isklju¢ivanje za dva dogadaja.)
Za bilo koja dva dogadaja A; i Ao,

]P)(Al U Ag) = P(Al) -+ ]P(AQ) = ]P(AlAQ)

Dokaz.

P(A1AS) + P(A1Az) + P(A1 AS)
P(A1) — P(A1A2) + P(A14z) + P(Az) — P(4142)
P(Al) + P(Ag) — P(AIAQ)

P(A; U As)

O

Ovo se zove ukljucivanje/iskljucivanje zato $to ukljucujemo A; i Ag, a onda isklju¢ujemo A; Ao
oduzimajuci njegovu verovatnocu.

Stavige, ovo moZemo prosiriti na uniju bilo kog kona¢nog broja dogadaja. Ono §to se desava je
da se preseci neparnog broja dogadaja dodaju, dok se preseci parnog broja dogadaja oduzimaju.

Cinjenica 9 (Princip ukljué¢ivanja/isklju¢ivanja)
Za skupove Aj,..., Ay, nekaje [n] = {1,2,3...,n}.
P (UglzlAi) - Z Z ]P(Aal Aaz T Aai)_

i€[n], neparan {a1,a2,...,a; }C[n]

Z Z P(AalAaz o 'Aai)

i€[n). paran {a1,az,....a:}C[n]

Tako, za tri skupa vazi

]P’(Al U Ay U Ag) = ]P(Al) + ]P(AQ) + ]P)(Ag) — P(AlAQ) — ]P(AlAg) — P(AQAE})-‘-
P(A; AsAs).

Zadaci

2.1 Neka su A i B disjunktni dogadaji takvi da je P(A) = 0.1 i P(B) = 0.7. Izracunati
P(AU B).

2.2 Neka su Aj, Ay i Ag disjunktni dogadaji, takvi da je P(A;) = P(Aq) = P(43) = 0.3.

a) Izracunati P(A; N Ay N Ajg).
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2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

b) Izratunati P(A; U As).
Neka je P(A) = 0.4, P(B) = 0.8 i P(AB) = 0.3. Izracunati P(A U B).

Neka je P(A) = 0.7iP(B) = 0.4. Da li je moguce da su A i B disjunktni? Ako da, dajte
neki primer, u suprotnom pokazite da nije moguce.

Ako je P(]0,3]) = 0.3 1 P([5,9]) = 0.6, koliko je ([0, 3] U [5,9])?

Ako je P({a,b,c}) = 0.21P({d, e}) = 0.4, koliko je P({a,b,c,d,e}?

Neka je P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 0.2. Oceniti odozgo P(A; U Ag U A3).

Akoje P(A;) < (1/3)  zai € {1,2,3,...}, odrediti jednu gornju granicu za
P(AjUAs UA3U---).

Pretpostavimo da je postena kockica, sa stranama obelezenim {1,2,...,6}, bafena tri

puta. Postoji mnogo moguc¢ih ishoda, npr. (2, 3, 3) je jedan moguc¢i ishod.

a) Koliko je mogucih ishoda?

b) Ako je svaki ishod podjednako verovatan, kolika mora biti verovatnoéa svakog
ishoda?

c) Kolika je $sansa da dobijete sve Sestice na tri bacanja?

d) Kolika je sansa da ne dobijete sve Sestice na tri bacanja?

Robna kuca modelira svaku osobu koja ulazi u radnju kao osobu koja ne trosi, srednje
trosi ili mnogo trosi. Ako je verovatnoca da osoba ne trosi 0.15, a da srednje trosi 0.4,
koja je verovatnoca da je to osoba koja mnogo trosi?

P(A U B) = 0.3. Koliko je P(A“B®)?
Neka je P(A U B) = 0.5. Koliko je P(A“B%)?

Neka je P(A € [0,3]) = 1, P(A € [1,2]) = 0.31P(A € [2,3]) = 0.6. IzraCunati
P(A € [2,5]).






Glava 3

Diskretne slucajne promenljive

Pitanje dana Dve Sestostrane kockice se bacaju nezavisno jedna od druge. Koja je
verovatnoca da je zbir dobijenih brojeva jednak 5?

Sazetak Slucajne promenljive kao $to je X predstavljaju vrednosti koje nisu pot-
puno nepoznate, tako da postoje neke delimicne informacije. Raspodela od X je
mera verovatnoce Px (A) = P(X € A). Kada se za slu¢ajnu promenljivu zna da lezi
u prebrojivom skupu, sa verovatno¢om 1, onda ¢emo je zvati diskretnom. Slucajne
promenljive X koje su uniformno raspodeljene na kona¢nom skupu A (pisemo
X ~ Unif(A)) podjednako verovatno uzimaju bilo koju vrednost iz A. Reéi ¢emo
(X,Y) ~ Unif(A x B) ako i samo ako X ~ Unif(A), Y ~ Unif(B) gdesu X iY

nezavisne.

3.1 Promenljive i slucajne promenljive

Ako vam kazem da je z; = 3ixy = 2, onda je x; + z2 = 5. Mi obi¢no zovemo z1 i z2
promenljivim i naucili ste tokom godina mnoga pravila za rad sa promenljivama. Ali sada razmislite
Sta se desava kada x i x2 nisu u potpunosti poznati. Pretpostavimo da mi ipak znamo nesto o
njima, naime, da su oni ishodi od bacanja postene Sestostrane kocke, ali da ne znamo nista vise od
toga.

Tada obi¢no koristimo velika slova da oznac¢imo nase vrednosti. Na primer, mogli bismo da
koristimo X i X5 za bacanje kockica.

Dakle, sada pitanje dana glasi: Koja je sansa da X; + Xy = 5? Zato sto imamo samo delimi¢ne
informacije o X i X9, kazemo da su slucajne promenljive.

Na primer, znamo da je X 1, 2, 3, 4, 5 ili 6. Matematicki, koristimo skupovnu notaciju i piSemo

X1 €41,2,3,4,5,6}.
Viti¢aste zagrade { i } oznacavaju da je ovo skup. U skupu, redosled nije bitan, tako da

{1,2,3,4,5,6} = {6,5,4,3,2,1}. Cesto koristimo tri tacke ... da nazna¢imo da ¢italac treba
mentalno da dovrsi medu sadrzaj , dakle

{1,...,6} = {1,2,3,4,5,6}.

17
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3.2 Uniformna raspodela

Sada razmotrite pitanje dana. Za ovaj zadatak imamo dve kockice. Svaka kockica je postena
Sestostrana kocka.To znaci da ako X predstavlja prvo bacanje kocke, i X5 drugo, onda sui Xj i
X2 elementi skupa {1, 2, 3,4,5,6}. Koristimo re¢ posteno da ukazemo na to da u pocetku nemamo
znanja o stanju svake kocke. Odnosno, svaka od mogucénosti je jednako verovatna. Ovo je situacija
kada imate najmanju koli¢inu informacija o vrednosti slucajne promenljive.

Da budemo precizniji o tome §ta podrazumevamo pod postenjem, mozemo govoriti o raspodeli
sluc¢ajne promenljive.

Intuicija 1
Za slucajnu promenljivu X, funkcija Py definisana kao

Px(A) = P(X € A)

naziva se raspodela od X.

To znaci da je distribucija funkcija. Sada, realne funkcije koje se mnogo koriste imaju posebna
imena, kao $to su eksponencijalna funkcija ili sinusna funkcija. Na isti na¢in dajemo imena
posebnim raspodelama koje cesto koristimo.

Na primer, za X posteno bacanje Sestostrane kocke,

Px({1,3,5}) =P(X € {1,3,5}) =3/6 = 1/2.
Primetimo da za jedan ishod,

Px({1}) =Px({2}) = --- = Px({6}) = 1/6.

Drugim rec¢ima postoji jedinstvena verovatnoca da je X jednako svakom od mogucih ishoda.
Latinski prefiks za jedan je uni, Sto je razlog zasto se npr. unilateralnima zovu oni koji imaju samo
jednu stranu. Posto svaki ishod ima jednu istu verovatnocu, ovu raspodelu nazivamo uniformnom.
Formalno se moze definisati na slede¢i nacin.

Definicija 7
Neka je B skup, takav da #(B) > 01 #(B) < co. Onda je X uniformna nad B, §to
pisemo X ~ Unif(B), ako je za svaki merljiv A C B,

#(A)

]P’(XEA):W.

Primetimo da u konkretnom sli¢aju, ako je A = {a}, onda #(A) = 1,1
P(X € A) = P(X = a) = 1/#(B).

Teoretski, ta definicija zahteva da proverimo verovatnocu za sve skupove A C B. Postoji mnogo
takvih skupova, tako da je od pomoc¢i da primetimo da zapravo moramo da proverimo samo za
skupove veli¢ine 1!

Cinjenica 10
Pretpostavimo da je P(X = b) = 1/#(B) za svako b € B. Tada X ~ Unif(B).
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Dokaz. Nekaje A C B. Onda

P(X € A) =P (Useafa}) = Y P(X € {a}) = =

a€A acA

tako da X ~ Unif(B). O

Primer 4
Pretpostavimo da Y ~ Unif({1,...,10}). Koja je verovatno¢a daje Y € {3,4,5}?

Odgovor je #({3,4,5})/#({1,...,10}) = 3/10 = [0.3000].

3.3 Nezavisne unifromne slucajne promenljive

Kazemo da su dve slucajne promenljive nezavisne ako poznavanje vrednosti jedne slucajne
promenljive nam ne daje nikakve informacije o drugoj. U pitanju dana, poznavanje X; nam ne
govori bilo sta o X5. Matematicki nezavisnost se moze definisati na sledeci nacin.

Definicija 8
Dogadaji A i B su nezavisni ako

P(AB) = P(A)P(B).

Slucajne promenljive X i Y su nezavisne ako za sve C'i D, dogadaji X € CiY € D
Su nezavisni.

Definicija 9
Sluéajne promenljive X i Y su nezavisne ako za sve merljive A i B,

P(X € A,Y € B) =P(X € A)P(Y € B).

Primer 5
Neka su X ~ Unif({1,2,3})iY ~ Unif({1,2,3,4}) nezavisne Na¢i

P(X = 1,Y € {2,3}).

Odgovor Posto su X i Y nezavisne,

P(X=1,Y €{2,3}) =P(X =1

~—

P(Y € {2,3})

= 0.1666. ..

W =
NYEN)
| =

Za uniformne slucajne promenljive, nezavisnost nam daje sledece.

Cinjenica 11
Vazidaje (X,Y) ~ Unif(2x x y) ako i samo ako X ~ Unif(A4),Y ~ Unif(B),i X i
Y su nezavisne slucajne promenljive.
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Notacija: prisetimo se da A x B (Cita se A puta B) oznacava dvodimenzioni set tacaka (a, b)
takvihdajea € Aib e B.

Dokaz. Neka je (a,b) € A x B, tj.a € Aand b € B. Tada, zbog nezavisnosti X i Y imamo

1 1 1
P(X =a,Y=0b)=P(X =a)P(Y =) = : = .
( )RR SR = S B T A< B)
Dakle (X,Y) ~ Unif(A x B). O
U pitanju dana, X; € {1,...,6} 1 X5 € {1,...,6}. Posto su obe uniformne i nezavisne,

(X1, X2) ~ Unif({(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}).
Ima 36 elemenatau {1,...,6} x {1,...,6},1za tatno 4 od njih
(1,4)(2,3),(3,2), (4,1)
vazi X7 + X9 = 5. Dakle

P(X + X2 = 5) = B((X1, X2) € {(1,4), (2.3), (3,2), (4,1} = o ~[02111]

3.4 Sta ¢ini sluéajnu promenljivu diskretnom

Primer diskretne slucajne promenljive je slucajna promenljiva koja je uniformna na kona¢nom
skupu. Sta ga ¢ini diskretnim? U matematici, diskretno se odnosi na skupove koji su konacni ili
prebrojivo beskonacni.

Definicija 10
Skup A je konacan ako postojin € {1,2,3,...} i surjekcija f : {1,...,n} — A.

Dakle, skup je konacan ako mozemo da prebrojimo elemente A koriste¢i brojeve {1,...,n} za
neko n. Na primer, za skup {a, b, ¢}, mogu dodeliti elementu a broj 1, elementu b broj 2, a ¢ broj 3.
Posto je 3 pozitivan ceo broj, skup je konacan.

Definicija 11
Skup A je prebrojivo beskonacan (ili diskretan) ako postoji surjekcija f
{1,2,3,...} = A.

Definicija 12
Slu¢ajna promenljiva je diskretna ako postoji diskretan set {2 takav da P(X € Q) = 1.

Primer 6
Neka je P(X =14) = (1/2)" zasvei € {1,2,...}. Dokazati da je X diskretna.

Odgovor Prema osobini prebrojive aditivnosti,
P(X €{1,2,3,...}) = =] =1,
xep2s.n=3(3)

tako da X pada u prebrojivo beskonacan skup sa verovatno¢om 1, dakle, diskretna je.
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33
34
35
3.6

3.7

3.8

39

3.10

3.11

3.12

Zadaci
Neka je U ~ Unif({1,2,3,4,5,6}). Koliko je P(U < 4)?

Neka je X unifomna nad pozitivnim parnim brojevima do 100. Kolika je verovatnoca da
je X deljivo sa 4?

Neka je A = {a,b,c} i B = {d,e}. Odredi A x B.

Naéi {1,2,3} x {2,3,4}.

Neka je W ~ Unif({a, b, ¢, d}). Na¢i P(W € {a,c}).
Neka je W ~ Unif({a,b} x {¢,d}). Na¢ci P(W = (a,c)).

Neka su X; ~ Unif({1,...,6}) i Xo ~ Unif({l,...,6}) nezavisne. Koliko je onda
P(Xl + X9 = 6)?

Neka je (X, Y") uniformno raspodeljena nad {1, 2,3} x {1,2}. Koja je verovatnoca da je
X=Y=2?

Pretpostavimo da bacam 3 postene Sestostrane kockice tako da je svaki ishod jednako
verovatan i nazovimo ishod (X7, X2, X3). Neka je S najmanji od dobijenih brojeva. Za
i€{1,2,3,4,5,6}, na¢i P(S =1).

Pretpostavimo da se bacaju tri desetostrane postene kockice gde je svaka strana obelezena
jednim od brojeva {0, 1,2, ...,9}. Koja je verovatnoca da dobijemo (0,0, 7)?

Dokazati da je {2,3,4,5, ...} diskretan skup.

Neka je zai € {1,2,3,...}, P(X = i) = (1/3)(2/3)""!. Dokazati da je X diskretna
sluc¢ajna promenljiva.






Glava 4

Neprekidne slucajne promenljive

Pitanje dana Neka su U; i Us nezavisne i uniformne nad [0, 1]. Koja je verovatnoca
daje Uy < U3?

Sazetak Uniformna slucajna promenljiva X nad skupom B nenulte konac¢ne
mere ima P(X € A) = m(A)/m(B) za sve merljive A C B. Neprekidne slucajne
promenljive imaju P(X = a) = 0 za sve a € R. Uniformne slu¢ajne promenljive

nad neprekidnim skupom su neprekidne slucajne promenljive.

4.1 Neprekidne uniformne slucajne promenljive

Podsetimo se da za diskretne slu¢ajne promenljive,i A C B, ako X ~ Unif(B), onda
P(X € A)=—=.
Tako daza X € {a,b,c,d, e},

2
P(X € {b.c}) = ¢ = 0.4000.

Ovo funkcionise jer #(B) > 01 #(B) < oo tako da nema problema sa imeniocem.
Za neprekidnu uniformnu slu¢ajnu promenljivu, umesto mere brojanja, koristimo Lebegovu
meru.

Definicija 13
Sa m oznacimo Lebegovu meru, i pretpostavimo da je B takav skup da m(B) € (0, 00).
Reéi ¢emo da je X uniformna nad B ako za svako merljivo A C B,

P(XeA):Z;‘—.

Napomena: Ova definicija daje raspodelu verovatnoce za bilo koju meru gde je m(B) pozitivan
konacni broj, a ne samo za meru prebrojavanja i Lebegovu! Medutim, to su obi¢no jedine dve mere
za koje se dobijena raspodela naziva uniformnom.

23
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Primer 7
Neka je Y ~ Unif([2, 8]). Kolika je P(Y € [3,4])?

Answer Posto [3,4] C [2,8],

e - g

~ [0.1660]

=

Za promenljive uniformne nad B, Sansa da uzmu vrednosti van skupa B je 0. Formalno, imamo
sledece

Cinjenica 12
Za X ~ Unif(B), ako CB = (), onda P(X € C) = 0.

Dokaz. Neka je C takav da je CB = (). Onda su C'B i B disjunktni, i
P(X e CBUB)=P(X € CB)+P(X € B).

AliP(X € B)=1iP(X € CBUB) < 1. Dakle P(X € CB) = 0. 0

Primer 8
Neka je Y ~ Unif([2, 8]). Kolika je P(Y € [0,4])?
Posto je [0,4] = [0,2) U [2,4] 1 [2,4] C [2,8],

P(Y €[0,4)) =P(Y €[0,2)) + P(Y ¢ [2,4])=0+§%§ =%%.

4.2 Nezavisne slucajne promenljive

Sada da razmotrimo dve dimenzije. Pretpostavljam da (Uy, U2) ~ Unif(]0, 1] x [0, 1]) tako da
biramo tac¢ku uniformno iz jedini¢nog kvadrata.

(U1, Us)
[ ]

Ista definicija se odnosi na dve, tri ili veéi broj dimenzija.
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Primer 9
Koja je sansa da je U; > 2Us?
Ako je U; na horizontalnoj osi a Us na vertikalnoj, onda Zelimo da

Uy > (1/2)Uy,

i onda oblast gde je Uy > (1/2)U; izgleda ovako:

(U1, Us)
[ ]

Ovo je trapezoid povrsine

1
/ 1— (1/2)uy duy = ug — u? /4|5 = 3/4 ={0.7500 |
u

1=0

Isto pravilo (Cinjenica 11) za nezavisne uniformne sluc¢ajne promenljive koje je vazilo u diskret-
nom slucaju, vazi i u neprekidnom. To jest,

(X,Y) ~ Unif(A x B) & X ~ Unif(A),Y ~ Unif(B), X and Y su nezavisne.

Pitanje dana Ovde su U; ~ Unif([0,1]) i Uy ~ Unif(]0, 1]) nezavisne, tako da (U1, Us) ~
Unif([0, 1] x [0, 1]). Da bi nasli P(U; < UZ), treba da skiciramo tu oblast u Uy, U, prostoru.

Da nademo povrsinu:

1 y2 1
/ / 1dx dy:/ y? dy = v* /3|5 = 1/3 ~|0.3333].
y=0 J =0 y=0



26 GLAVA 4. NEPREKIDNE SLUCAJNE PROMENLJIVE

Primer 10
Neka (U1, Uz) ~ Unif(A), gde je A trougaona oblast sa temenima (0,0), (1,0) 1 (0, 1).
Dokazimo da U; i Us nisu nezavisne.

Odgovor Razmotrimo dogadaje U; > 0.5i Uz > 0.5. Ako su oba ova dogadaja istinita
onda, Uy + Us > 1, $to je van oblasti A:

1

Dakle P(U; > 0.5, Uz > 0.5) = 0.
Sada razmotrimo P(U; > 0.5). Ovo je osenéena oblast trougla.

1

1

Osencena oblast ima povrsinu (1/2)(1/2)(1/2) = 1/8, a ukupna povrsina trougla je
(1/2)(1)(1) = 1/2, tako da verovatnoca da uniformna upadne u osencenu oblast iznosi

1/8 1
P(Up@b):ﬁ:z.

Sli¢no, verovatnoc¢a da Uz > 0.5 je verovatnoca da uniformna upadne u plavo-
osencenu oblast.

Ovo je takode 1/4. Dakle
P(U; > 0.5)P(Uz > 0.5) = (1/4)(1/4) = 1/16,

$to nije P(U; > 0.5, Uz > 0.5) = 0. Dakle, U; i Uz nisu nezavisne.
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4.3 Sta slucajnu promenljivu &ini neprekidnom
Pretpostavimo da X ~ Unif([0, 1]). Onda

0.3-0.3

P(X =0.3) = P(X €[0.3,0.3]) = ——

0.

U stvari, za bilo koju pojedina¢nu tac¢ku z u [0, 1], P(X = x) = 0. Ispostavlja se da je to nacin
na koji definiSemo neprekidnu slu¢ajnu promenljivu.

Definicija 14
Reéi ¢emo da je X neprekidna slu¢ajna promenljiva ako za svako z, P(X = x) = 0.

Primer 11
Pokazati da za U ~ Unif([0, 1]), U? je neprekidna slu¢ajna promenljiva.
Neka je 2 € R. Pretpostavimo = # 0. Onda

P(U?=2)=P{U =) +P(U=-z)=0+0=0

Sada pretpostavimo x = 0. Onda P(U? = 0) = P(U = 0) = 0. Dakle U? je
neprekidna.

Iz poslednjeg primera mozda Cete biti u iskusenju da mislite da bilo koja funkcija neprekidne
slu¢ajne promenljive je takode neprekidna slucajna promenljiva. Ali, to nije istina!
Neka je f(z) =1zaxz € [0,0.5],1 f(z) =2 zaz € (0.5,1]. Tada za U ~ Unif([0, 1)),
P(f(U)=1)
P(f(U) =2)

Dakle, f(U) ~ Unif({1,2}) je diskretna slu¢ajna promenlljiva.

P(U € [0,0.5]) = 0.5
P(U € (0.5,1]) =1 —0.5=0.5

4.4 Konstruisanje neprekidne uniformne slucajne promenljive

Dakle, rekli smo $ta je neprekidna uniformna slu¢ajna promenljiva, ali kako mozemo napraviti
takvu promenljivu od diskretnih uniformnih? Na slede¢i nacin.
Neka je X; ~ Unif({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}),1izasvakon, {X1,..., X, } sunezavisne slucajne
promenljive. Tada zovemo
X1, Xo,. ..

niz nezavisnih, jednako raspodeljenih (independent, identically distributed) slucajnih promenljivih
ili iid.
Imajuéi dat ovaj niz, tretiramo ga kao niz realnih brojeva u intervalu [0, 1]. Formalno

o0
U=> X;/10.
=1

Tako da, na primer, ako je
X1=6,X0=0,X35=4,X4,=7,

onda
U =0.6047...
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Ispostavilo se (uz prilicnu koli¢inu rada) da se moze dokazati da slucajna promenljiva U generi-
sana na ovaj nafin je u stvari uniformna na intervalu [0, 1]

Postoji i drugi, vi§e geometrijski, na¢in razmisljanja o ovome. Po¢nimo sa intervalom [0, 1].
Zatim bacimo posteni nov¢i¢, ¢ije su strane oznaceno ili D za desno ili L za levo. Onda ako je nov¢ié¢
pao na levo, posmatramo levu polovinu intervala [0, 1/2), i ako je pao na desnu stranu, posmatramo
desnu polovinu intervala [1/2, 1). Zatim okrenemo nov¢i¢ ponovo (nezavisno) i izaberemo desnu
ili levu polovinu, i tako dalje.

Dakle, ako su prva Cetiri okreta bila DLLD, onda je interval bio smanjen na [5/16,6/16).
Svaki put duzina intervala biva skracena na pola. Ako uzmemo limes leve krajnje tacke intervala
kako se broj bacanja priblizava beskona¢nosti, dobijamo jedinstvenu vrednost, i to ¢e biti nas
U ~ Unif([0, 1]).

Za vecinu vrednosti postoji jedan niz koja dostiZe tu vrednost. Na primer,
DLDLDLDLDL---
vodi ka 2/3. Za neke vrednosti postoje dva niza koje dostizu tu vrednost, na primer oboje
DLLLLLL... and LDDDDDDD...

vode 1/2.
U svakom slucaju, verovatnoca da ce se desiti taj pojedinacni ili dvostruki niz okreta je jednaka o.
I zato neprekidne uniforme imaju verovatnocu o da se dobije bilo koja konkretna vrednost.

4.5 Paradoks realnih brojeva

Podsetimo se da je za prebrojivo beskonacan niz disjunktnih skupova zbir verovatnoca jednak
verovatno¢i unije skupova. Svaki skup je disjunktna unija singleton skupova od kojih svaki sadrzi
samo jedan element. To jest,

A= UaEA{a’}'
Tako, za [0, 1],
[0,1] = Ugepo,y{a}
Ipak, za U ~ Unif([0, 1]), P(U € [0,1]) = 1, dok je P(U = a) = P(U € {a}) = 0. Dakle
1# Y P(U={a}).

acl0,1]

To znaci da skup brojeva u [0, 1] ne ¢ini skup koji se moze prebrojati! Iz tog razloga kazemo da je
interval [0, 1] neprebrojiv skup.

To je bio mali $ok za prvu osobu koja je otkrila ovu ¢injenicu: Georga Kantora. Mnogi matema-
ti¢ari su jedno vreme odbijali da veruju u to, ali danas je to opsteprihvaéena ¢injenica o realnim
brojevima sa kojom jednostavno moramo da Zivimo.

Zadaci
4.1 Neka je W ~ Unif([—3, 3]).

a) Odrediti P(W € [—1,2]).
b) Odrediti P(W € [-5,0]).

4.2 Pretpostavimo da je Y ~ Unif[0, 10].
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a) Na¢i P(Y € [3,7]).
b) Naci P(Y € [6,12).
4.3 Neka je tacka (Uy, Us) izabrana uniformno iz jedini¢nog kruga
{(z,y) : 2” +y* <1}
Koja je verovatnoca da je |Uy| > Us?
4.4 Neka je U = (Uy, Us) izabrana uniformno iz oblasti: {(z,y) : z > 2,0 <y < 1/22}.

a) Kolika je verovatnoca P(U; < 5)?
b) Kolika je verovatnoc¢a P(Us > .01)?

4.5 Neka su Uj i U nezavisne slu¢ajne promenljive, unoformne na [0, 1]. Koja je verovatnoca
da je Us > 3U;?

4.6 Nekaje Q = {(z,y): 0 <z < 1,0 <y < 22} i pretpostavimo (X,Y") ~ Unif((2).
a) Nac¢i P(X <0.3).

b) Zaa € R, naéi P(X < a). Napisite reenje koriste¢i funkciju indikator.

¢) Neka su X, Xy, X3 iid sa istom raspodelom kao X. Na¢i P(min{ X, Xo, X3} <
0.3).

4.7 Neka je R ~ Unif([0, 1]).

a) Kolika je verovatno¢a P(R < 0.4)?
b) Kolika je verovatnoc¢a P(R < 1.4)?
¢) Kolika je verovatno¢a P(R < —0.4)?

4.8 Neka je (Up,U) uniformno nad ¢etvorougaonom oblasti sa temenima
(0,0),(0,1),(2,2),(2,0). Dokazati da Uy i Us nisu nezavisne.






Glava §

Funkcije slucajnih promenljivih

Pitanje dana Neka U ~ Unif([0, 1]) i neka je ' = —In(U). Koja je P(T' < a) za
a > 0?

Sazetak Kumulativna funkcija raspodele ili cdf slucajne promenljive X je
cdfx(a) = P(X < a). Dve slucajne promenljive sa istim cdf-om imaju istu ras-
podelu. Intuitivno, sluc¢ajna promenljiva je bilo koja funkcija uniformne slucajne
promenljive. Nekoliko takvih slu¢ajnih promenljivih, dovoljno vaznih da im se daju
imena, su sledece:

+ Bernulijevu raspodelu ima slucajna promenljiva koja je 0 ili 1.

« Eksponencijalna raspodela sa stopom A je negativan prirodni logaritam uniforme
preko [0, 1] podeljeno sa A.

+ Geometrijska raspodela je broj bacanja (moguce i nepostenog) novéica potrebnih
za dobijanje prve glave.

Pretpostavimo da po¢nem sa slu¢ajnom promenljivom X koja je uniformna nad [—1, 1]. Sada
uzimam apsolutnu vrednost te slu¢ajne promenljive. Tako Y = f(X) = | X|. Imajte naumu da Y’
sadrzi manje informacija od X. Vrednost X nam je govorila i o udaljenosti od 0 i o tome da li je ta
vrednost bila pozitivna ili negativna. Vrednost ¥ nam samo govori udaljenost od 0.

Koja je raspodela od Y'? Korisna ¢injenica je da je raspodela sluc¢ajne promenljive sa realnim
vrednostima potpuno odredena kumulativnom funkcijom raspodele ili cdf -om promenljive.

Definicija 15
Za slu¢ajnu promenljivu Y, kumulativna funkcija raspodele ili funkcija raspodele
ili cdf* od Y je definisana kao

cdfy(a) =P(Y < a).

“eng. cumulative distribution function

Cinjenica 13
Neka X i Y imaju iste cdf. Onda Px ~ Py-.
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To jest, ako X 1Y imaju isti cdf, onda imaju istu raspodelu. Dokaz ove vazne Cinjenice obi¢no se
daje u drugom kursu realne analize.
Kao nas prvi primer, hajde da pronademo cdf za uniformne slu¢ajne promenljive nad [0, 1].

Cinjenica 14
Neka U ~ Unif(]0, 1]). Tada

cdfy(a) =P(U < a) =al(a € [0,1]) + 1(a > 1).

Dokaz. Ako a < 0,onda P(U < a) = 0. Ako a € [0, 1] onda

a—0
Usa)=1—g5=2
iakoa > 1,onda P(U < a) = 1. O
Hajde da prikazemo grafikon ove funkcije cdf.
1

| |

(0] 1
Notacija 3
Jos jedna uobicajena notacija za cdf slucajne promenljive je koris¢enje velikog slova F,
dakle

Fy(a) = Cdfy (a)

Sada razradimo na$ primer od ranije.

Primer 12
Neka X ~ Unif([—1, 1]). Koja je raspodela od Y = | X|?

Answer Pogledajmo cdf od Y. |X| > 0 dakle za a < 0, P(Y < a) = 0. Takode, za
X e[-1,1], |X| < 1,takodazaa > 1,P(Y < a) = 1. Najzad, ako a € [0, 1], onda

P(Y <a) =P(|X] < a)

=P(—a < X <a)
_a—(=a)

1 (1)
=5 =

Otuda cdf od Y ije ista kao i cdf uniformne nad intervalom [0, 1], i moraju onda imati
iste raspodele. To jest,| Y ~ Unif([0, 1]).

Ponekad je funkcija neprekidne slucajne promenljive diskretna slucajna promenljiva.
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Primer 13
Neka U ~ Unif([0,1]) i W = 1(U < 0.3) +41(U > 0.3). Koja je raspodela od W?

Answer Ovde P(W =1)=P(U <0.3) =03iP(W =4) = (1 -0.3) = 0.7, tako
da je raspodela

P(W =1)=0.3, P(W =4) =0.7|.

Dobija se da svaka realna slu¢ajna promenljiva mozze biti napisana kao funkcija jedne ili vise
uniformnih slu¢ajnih promenljivih!

Intuicija 2
Neka U ~ Unif([0,1]) i X = f(U) za neku funkciju f koja moze biti izratunata. Onda
je X slucajna promenljiva.

Neke napomene o ovoj ideji slucajne promenljive:

1. U naprednijoj teoriji verovatnoce uzimaju se slucajne promenljive da budu merljive funkcije.
Ove funkcije Sire pojam izracunljive funkcije. Za ovu napredniju definiciju vidi poglavlje 32.

2. Koje funkcije se mogu izracunati zavisi od modela koji koristimo za izracunavanje. Za nase
svrhe, sve najce$ce koriscene funkcije (kvadriranje, mnoZenje, sabiranje i tako dalje) su
izracunljive funkcije.

3. Za kompjutersku simulaciju ova definicija zna¢i bilo koji niz uniformnih [0, 1] slu¢ajnih
promenljivih moze se koristiti kao izvor slucajnosti u simulaciji.

4. Primetimo da ako X = f(U;) za Uy ~ Unif([0,1]),i1Y = g(X),onda Y = g(f(U1). To
znaci da je bilo koja izracunljiva funkcija sluc¢ajne promenljive druga slu¢ajna promenljiva.

S obzirom na ovu definiciju, sada mozemo pogledati neke uobicajene raspodele.

5.1 Bernulijeva raspodela

Nasa prva raspodela se zove Bernulijeva raspodela po $vajcarskom matematic¢aru Jakobu Ber-
nuliju i njegovom pionirskiom radu u teoriji verovatnoce. To je u nekom smislu najjednostavnija
netrivijalna raspodela, gde slu¢ajna promenljiva B ima Bernulijevu raspodelu ako P(B =1) = p i
P(B=0)=1—pzanekop € [0,1].

Definicija 16
Kazatemo da B ima Bernulijevu raspodelu sa parametrom p, i pisati B ~ Bern(p),
ako B = 1(U < p), gde U ~ Unif([0, 1]).

5.2 Eksponencijalna raspodela

Slu¢ajna promenljiva 7' = — In(U) je vazna u verovatnoéi. Kazemo da ova slu¢ajna promenljiva
ima eksponencijalnu raspodelu. Uopstenije, ovo je definisano na sledeéi nacin.
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Definicija 17
Kazemo da T ima eksponencijalnu raspodelu sa stopom ), i piemo 1" ~ Exp()), gde

A > 0 je parametar, ako

T= —iln(U),

gde U ~ Unif([0, 1]).

Posto U € (0,1) sa verovatnocom 1, In(U) < 0, tako da je T > 0 sa verovatno¢om 1.

5.3 Magija uniformnih nad [0, 1]

Jedna od sjajnih stvari u vezi sa uniformnom nad [0, 1] je da mozete da je koristite da dobijete
vi$e od jedne uniforme nad [0, 1]!

Zapamtimo da uniformna slu¢ajna promenljiva nad [0, 1] moze biti shva¢ena kao beskonacan
niz uniformnih slu¢ajnih cifara iz skupa {0, 1, ...,9}. Na primer,

U = 0.661133560833984572979351 . ...

daje niz cifara 6,6,1,1,3,3,5,6,0,8,3,9,8,....
Pretpostavimo sada da Zelimo dve uniformne nad [0, 1|. Onda mozemo da uzmemo samo neparne
cifre za prvu uniformnu, a parne za drugu. To jest

U = 0.613503947995 . ..
Uy = 0.613683852731 ... ..

Tako je X = f(U) = Uy — U, takode slu¢ajna promenljiva!
Mozemo i¢i i dalje! Podelimo Uz u Uz i Us, zatim podelimo Us u Us i Uy, itd. Na kraju, rezultat
je beskonacan niz slu¢ajnih promenljivih uniformnih na [0, 1].

Uy, Us,Us, U, . ...

Posto je svaka uniforma sastavljena od nezavisnih cifara, svaka ce takode biti nezavisna od ostalih.
Takav niz nezavisnih, identi¢no raspodeljenih slucajnih promenljivih, se naziva iid. *

Definicija 18

Neka X1, X, ... imaju istu raspodelu i za svako n, (X1, ..., X,,) su nezavisne slu¢ajne
promenljive. Kazemo da {X;} formiraju niz nezavisnih, identi¢no raspodeljenih ili
iid slucajnih promenljivih.

Onda vazi sledece.

Cinjenica 15
Neka su Uy, Uy, . .. iid Unif([0, 1]). Onda svala f (U, Us, . . .) koja moze biti izra¢unata
daje novu sluc¢ajnu promenljivu.

Ovo se moze iskoristiti za dobijanje geometrijske raspodele. Neka je G najmanja vrednost ¢ takva
da U; < p. Tada kazemo da GG ima geometrijsku raspodelu sa parametrom p.

* eng. independent, identically distributed
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Matematicki se najmanja vrednost nepraznog skupa A naziva infimum skupa A (pisemo inf(A)).
Na primer,

inf{1,2,3) = 1
inf{4,6,8,...} = 4
inf{} = oc.

Poslednja jednakost je prema konvenciji: inf(()) = oo.
Sada, ako je Uy, Uy, . . . niz iid uniformnih po [0, 1], onda 1(U; < p), 1(Us < p), 1(Us < p), ...
je niz nula i jedinica. Na primer, taj niz moze biti

0,0,1,0,1,1,....

Onda su pozicije jedinica {3,5,6,...}. Infimum ovog skupa je 3, §to je prva pozicija 1. Ovo
motivise definiciju geometrijski raspodeljene slucajne promenljive, $to je broj okretanja novci¢a sa
verovatnocom glave p potrebnim da se dobije prva glava.

Definicija 19
Neka je G = inf{i : U; < p}. Tada pisemo G ~ Geo(p), i kazemo da je G i geometrij-
ska slucajna promenljiva sa parametrom p gde su Uy, Us, Us iid.

Geometrijsku sluc¢ajnu promenljivu moZete zamisliti kao broj bacanja nov¢ica koji je potreban
da se dobije prva glava, gde je verovatnoca da je novc¢ic¢ padne na glavu p.

Primer 14
Neka G ~ Geo(0.3). Koja je verovatnoca da je G = 3?

Odgovor Za G da bude jednako 3, mora biti U; > 0.3,Us > 0.31 U3z < 0.3. Onda

P(G = 3) = (1—0.3)(1 - 0.3)(0.3) =[0.1470 .

Zadaci
5.1 Uzmimo da je U ~ Unif([0,1])i A = —In(U)/2.

a) NatiP(A > 2).

b) Naéi P(A > —2).

¢) Zaa > 0,natiP(A > a).
d) Zaa < 0,na¢i P(A > a).

5.2 Uzmimo U ~ Unif([0,1]) i W =1/U.

a) Naci P(W > 2).
b) Naéi P(W > —2).

5.3 Neka je U ~ Unif([—1,1]). Naéi cdf za 1 — U2,

5.4 Neka je U ~ Unif([—1,1]). Naéi cdf za U?.
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Neka je je w uniformna nad [0, 1], i uzmimo X (w) = 2w + 3. Nadi

a) P(X € [3.5,4.7]).
b) P(X € [0,1]).
o) P(X2 < 10).

Uzmimo da je U ~ Unif([—1,0]). Dokazati da —U ~ Unif([0, 1]) pokazujuci da je
cdf_y7(a) = al(a € [0,1]) + L(a > 1).

Uzmimo U ~ Unif([—1, 0]).
a) Neka je X = U2 Nadi cdf za X.
b) Nacicdfza U.
Uzmimo U ~ Unif([0,1]) i X = U?. Naéi cdfy.
Neka je G ~ Geo(p). Za i vrednost u skupu {1,2,3...}, koliko je P(G = 7)?

Uzmimo (Uy, Us) uniformno na ¢etvorougaonoj oblasti sa temenima (0, 0), (0,1), (2,2),
i(2,0). Nadi cdf za U;.

Neka je U € [—1, 1]. Koliko je P(U? > 0.6)?
Uzmimo T' ~ Exp(2). Naéi i prikazati graf od cdfr.

Razmotrite verovatno¢u da za nezavisne slu¢ajne promenljive Exp(1) i Unif([0, 1]), druga
promenljiva bude vec¢a od prve. Da bismo to pronasli, neka U; i Uz budu nezavisne i
identi¢no distribuirane promenljive sa Unif([0, 1]). Zatim postavite ' = — In(Uy). Zatim
pronadite P(U; > T).

Neka su T ~ Exp(1) i T ~ Exp(2) nezavisne. Na¢i P(T > T5).
Neka su B ~ Bern(p) i T ~ Exp(1) nezavisne sluc¢ajne promenljive. Na¢i P(T > B).

Pretpostavimo da je P(X = 1) = 0.2, P(X = 2) = 0.3, i P(X = 3) = 0.5. Za
T ~ Exp(1) nezavisno od X, na¢i P(T" > X).

Vreme do radioaktivnog raspada pojedina¢nog atoma je eksponencijalno rasporedeno
sa stopom A. Ako je 7" vreme do raspada Cestice, poluzivot ¢y, je vreme takvo da vazi
P(T > ty) = 1/2. Poluzivot za atom uranijuma 238 je 4.5 milijardi godina.

a) Koliko je A?

b) Ako je Zemlja stara 4.2 milijarde godina, koja je verovatnoca da je atom U-238
prisutan pri rodenju planete i dalje netaknut?

Plutonijum 241 ima poluzivot od 14.4 godine. Koja je verovatnoca da pojedinacni atom
Pu-241 prezivi barem 20 godina?



Glava 6

Uslovljavanje

Pitanje dana Neka T ~ Exp(2). Koja je verovatnoca da je T bar 4 ako je dato da je
bar 1?

Sazetak Uslovljavanje je nacin da se kaze koje dodatne informacije o sluc¢ajnoj pro-
menljivoj su nam date. Koristimo vertikalnu crtu | da odvojimo slu¢ajnu promenljivu
(levo od crte), i informacije (desno od crte). Dakle, P(X € A|Y € B) oznacava
verovatnocu da sluc¢ajna promenljiva X pada u skup A data informacija da slu¢ajna
promenljiva Y pada u skup B. Ukoliko P(Y € B) > 0, onda

P(X € AY € B)

P(X € AlY € B) = PY € B)

Kada imamo dodatno znanje o slu¢ajnoj promenljivoj, obi¢no koristimo vertikalnu crtu | da
odvojimo dogadaj ¢iju verovatnocu Zelimo (levo) i dogadaj za koji znamo da se desio (desno).
Dakle, za pitanje dana, ono §to Zelimo da nademo je

P(T > 4T > 1).

Desno od crte stoji {T' > 1}, dogadaj za koji znamo da se desio. Levo od crte je dogadaj {T" > 4}
¢iju verovatnocu pokusavamo da nademo. Kazemo da pokusavamo da nademo. verovatnocu
dogadaja T > 4 ako je dato 7" > 1.

Da bismo razumeli $ta je ova verovatnoca, pomo¢i ¢e nam da prvo razmotrimo jednostavan
primer. Neka je U ~ Unif({1,2,3,4,5,6}), i imamo dodatnu informaciju da je U < 4. Sta bi onda
bila raspodela od U dato U < 4(pisemo [U|U < 4])?

Pa, re¢i U ~ Unif({1,2,3,4,5,6} zna¢i da nemamo informacije o tome koja je moguénost
verovatnija. Dodatne informacije da U < 4 eliminiSe 5 i 6 kao moguce vrednosti, ali nam to ne
govori bilo §ta o tome da li je (recimo) 3 verovatnije od 1. Ovo vodi sledecoj intuiciji.

Intuicija 3
Neka je A C B gde A ima pozitivhu meru. Onda za U ~ Unif(B),

[U|U € A] ~ Unif(A).
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Posebno neka je C C A C B, iU ~ Unif(B). Onda
P(UeClU € A) =P(W € C),
gde W ~ Unif(A). Dakle
m(C) _ m(C)/m(B) _ P(U € C)
m(A)  m(A)/m(B) PUeA)
Sada razmotrite uslovljavanje kada C' nije podskup A. Dakle, Veneov dijagram bi mogao izgledati
otprilike

P{UeC|U € A) =

B

Setimo se da U ~ Unif(B), re¢eno nam je da upada u A, i sad se pitamo kolika je sansa da upada
iu C? Naravno, vecina C se ne desava. Jedini nac¢in da U padne u C' u ovom trenutku je ako U
padau AN C. Dakle

ANC)

P(UGC|U€A):[P’(UGAOC|UGA):m(m(A)

Podelimo sad i brojilac i imenilac sa m(B) da bi dobili

 m(AC)/m(B) PB(U € ANC)
PUECUEeA) =8 /mB) ~ P )

U ovom trenutku setimo se da su sve raspodele verovatnoce zasnovane na uniformnoj raspodeli
preko [0, 1]. To znaci da za bilo koja dva dogadaja F i E1, postoje C'i A takvi da

Elz{UEC}, EQZ{UEA}.

alde P(U e A, U € O) P(E1, Es)
c AU € 1, £22
P(E1|Ey) = P(U UecA) = =
(B1|E2) (Ueclued P(U € A) P(E3)

Ovaj argument motivise sledecu definiciju uslovne verovatnoce.

Definicija 20
Za dogadaje A i B gde P(B) > 0, uslovna verovatnoé¢a dogadaja A ako je dat

dogadaj B je

P(AB)
P(B)

P(A|B) =

Konkretno, ako imamo slu¢ajne promenljive X i Y i dogadaje A = {X € C}i B ={Y € D},

tada
XeCYeD

P(X e ClY € D) = B(Y c D)
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Pitanje Dana Imajuc¢i ovo na umu, sada mozemo da se pozabavimo pitanjem dana. U ovom
problemu nam je dato da 7' ~ Exp(2). Podsetimo se da to zna¢ida 7' = —(1/2) In(U), gde je U
uniformna na [0, 1].

Sada da bismo resili pitanje dana, potrebno nam je samo da primenimo formulu za uslovnu
verovatnocu.

P(T > 4|T > 1) =
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= exp(—6) ~[0.002478 ]
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Nezavisnost se moze posmatrati u smislu uslovnih verovatnoca.

Cinjenica 16
Dve slucajne promenljive X 1Y su nezavisne ako i samo ako za svako Ai B saP(Y €
B) > 0,

P(X € AlY ¢ B)=P(X € A). (6.1)

Dokaz. Pretpostavimo da su X i Y nezavisne. Neka su A i B takvi da P(Y € B) > 0. Tada

 P(XeAYeB) PXcAPYeB)
P(X € AlY € B) = P(Y € B) = P € B) =P(X € A).

Sa druge strane, pretpostavimo da (6.1) vazi za sve A i B takve da P(Y € B) > 0. Neka je A
bilo kakav merljiv skup.
Neka je B bilo koji merljiv skup takavda P(Y € B) =0.0Onda {X € A,Y € B} C {Y € B}.
P(Xe€AYeB)<P(YeB)=0=P(X € A)P(Y € B).
Neka je sada B bilo koji merljiv skup sa P(Y € B) > 0. Onda

P(X €AY eB)=P(X €AY €e BIP(Y € B) =P(X € A)P(Y € B).

U oba slucaja, verovatnoca preseka je proizvod verovatnoca, pa su X i Y nezavisne. O

Drugim re¢ima, X i Y sunezavisne ako poznavanje neke informacije u vezi Y ne menja raspodelu
od X.
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6.1 Drugi nacini posmatranja uslovljavanja
Sve dok je P(A > 0),

P(A, B)
P(A)

Drugaciji nacin posmatranja ove formule je da se kaze da s obzirom na informaciju da se desilo
A, mi vise ne radimo u prostoru ishoda (2, ve¢ radimo samo u okviru A. Dakle, to postaje na$
novi prostor ishoda. Prisetimo se da je jedno od nasih pravila verovatnoce da je verovatnoca da je
dogadaj u prostoru ishoda jednaka 1. Dakle, moramo da renormalizujemo nase verovatnoce da bi
to omogudili. Zato delimo P(A, B) by P(A). Tako,

P(B|A) =

P(A, A)

P(A) L

P(A[A) =

Treci nacin posmatranja uslovne verovatnoce je dvostepeni eksperiment. Pretpostavimo da
imamo proizvod koji moze imati svojstvo A, a mozda i svojstvo B. Kolika je $ansa da proizvod ima
oba svojstva?

Pa, pretpostavimo da posaljemo proizvod u dve prostorije na testiranje. Prvi testovi u sobi da
vidite da li proizvod ima svojstvo A. Ako ima svojstvo A, onda proizvod prelazi u drugu sobu, koja
testira da li ima svojstvo B. Ako proizvod nema svojstvo A, onda se odmah unistava bacanjem u
najblizi vulkan.

Sansa da prva soba posalje proizvod dalje je P(A). Sansa da druga soba $alje proizvod dalje je
P(B|A) (posto soba 2 testira samo svojstvo B ako je proizvod pro$ao prvi test). Sansa da prozivod
prode obe sobe je P(A)P(B|A). Ovo mora biti jednako $ansi da proizvod ima oba svojstva, dakle

P(A, B) = P(A)P(B|A).

6.2 Podsetnik: razlika izmedu disjunktnosti i nezavisnosti

Postoje dva vazna svojstva koja par dogadaja moze imati. Prvi jeste da su disjunktni. To znaci da
se oba dogadaja ne mogu desiti u isto vreme. Na primer, odredenog dana ne moze istovremeno da
pada i ne pada kisa.

Disjunktni dogadaji sa pozitivnom verovatnocom nikada ne mogu biti nezavisni, jer

P(AB) = P()) = 0,

dok P(A) > 0iP(B) > 0 impliciraju P(A)P(B) > 0.
Ako su dva dogadaja A i B disjunktna

P(AU B) = P(A) + P(B).

Nezavisno znaci da saznanje da se desio jedan dogadaj ne menja verovatnocu da se desi drugi
dogadaj. Tako
P(AB) =P(A)P(B|A) = P(A)P(B).

Ukratko: funkcija verovatnoce pretvara uniju disjunktnih skupova u sumu i pretvara presek
nezavisnih skupova u proizvod. Primetimo da je ovo sli¢no (ali ne potpuno isto) kako funkcionisu
unije i preseci sa indikatorskim funkcijama:

1(AUB) = 1(1(A) + 1(B) > 0), 1(AB) = 1(A)1(B).
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6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

Zadaci
Neka je P(A|B) = 0.31P(B) = 0.8. Koliko je P(AB)?

Verovatnoca kiSe u utorak je 40%. Ako pada kisa u utorak, verovatnoca kise u sredu je
50%. Koja je verovatnoca da pada kisa i u utorak i u sredu?

Pretpostavimo P(A) = 0.31P(B) = 0.5, 1znamo da su A i B nezavisni. Koja je vrednost
P(A|B)?

Posto su A i B nezavisni sa P(A) = 0.35 and P(B) = 0.21. Koliko je P(A|B)?
Neka je X ~ Unif({1,2,3,4,5,6}).

a) Koliko je P(X = 5|X > 3)?
b) Koliko je P(X = 5|X > 6)?
Verovatnoca da se bude dijagnostikovan sa ne-Hockinovim limfomom tokom godine je

otprilike 0.000194. Koja je verovatnoca da e dva prijatelja (pretpostavljajuci nezavisnost)
biti dijagnostikovana sa limfomom u istoj godini?

Neka je X ~ Unif(Q2), gde je €2 konacan skup. Neka je A C . Neka Y ima istu
distribuciju kao i X, uz uslov da je X € A. Dokazati da vazi Y ~ Unif(A).

Pretpostavimo da je (Uy, Us) uniformno nad [0, 1] x [0, 1]. Naéi

P(U; > 0.5|U; > 3Us).

Laboratorija povremeno ima manje curenje hemikalija u eksperimentalnom prostoru.
Svako curenje je nezavisno od drugih i ima 90% Sanse da bude bezopasno i 10% Sanse da
bude otrovno. Direktorka laboratorije ima na raspolaganju dva bespilotna drona. Prvi
dron moze da detektuje da li ima otrovnih curenja u laboratoriji ili ne. Drugi dron moze
da prebroji broj curenja prisutnih u laboratoriji.

Dronovi su poslati: prvi izvestava da postoji barem jedno otrovno curenje u laboratoriji.
Drugi dron izvestava da se u laboratoriji ta¢no nalaze tri curenja.

Uslovljeno ovom informacijom, koja je verovatnoc¢a da postoji tacno jedno otrovno
curenje i dva bezopasna curenja?

Pretpostavimo P(X € A) =0.2,P(X € B) =0.7,P(X € C) =04,iP(X € AC) =
0.15. Koliko je P(X € A|X € C)?

Za U ~ Unif([2, 10], koliko je P(U < 3|U < 5)?

Neka su X7, Xo, X3 iid Unif({1,2,...,6}). Neka je R = min{ X1, X, X3}. Koliko je
P(R = 6|R > 3)?






Glava 7

Binomna raspodela i Bajesovo pravilo

Pitanje dana Neka p oznacava verovatnocu da se ekperiment zavrsi uspesno. Na po-
Cetku neka je recimo p ~ Unif({0,0.1,0.2,...,0.8,0.9, 1}. Eksperiment se sprovodi
nezavisno Sest puta, tako da su bila dva uspeha i ¢etiri neuspeha. Sta je nova raspodela
od p s obzirom na ovu informaciju?

Sazetak Binomna raspodela (pise se N ~ Bin(n,p)) je broj uspesnih eksperi-
menta kada se obavi n nezavisnih eksperimenata sa verovatnocom uspeha p. Za
ie€{0,1,...,n},

P(N =1i) = (?)p"(l )",

gde je (") (¢itamo n nad i) n!/[i!(n — 0)!].
Bajesovo pravilo je nacin izvrtanja uslovnih verovatnoca. Pravilo kaze da ako su A
i B dogadaji sa verovatno¢ama vec¢im od 0

P(B|A)P(A)

P(AIB) = =5

U pitanju dana, eksperiment se vodi nezavisno vise puta. Za broj uspeha N u takvoj situaciji se
kaze da ima binomnu raspodelu. Kad jednom razumemo binomnu raspodelu, razumeéemo i sta je
[N |p], to jest raspodela od N dato p.

Ali u pitanju dana nas interesuje obrnuto, zZelimo da znamo [p| N]. Bajesovo pravilo koristi formulu
uslovne verovatnoce da to odredi, i daje nam metodi¢an nacin za reSavanje slicnih problema.

7.1 Binomna raspodela

Da bismo razumeli binomnu raspodelu, po¢nimo sa konkretnim primerom.

43
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Primer 15
Pretpostavimo da je p = 0.4, a N je broj uspesnih realizacija eksperimenta koji se
pokreée nezavisno 6 puta. Sta je P(N = 4)?

Resenje Razmotrimo niz eksperimenata sa 4 uspeha. Na primer, UUNUNU je jedan
takav niz. Ovaj konkretan niz (zbog nezavisnosti) ima $ansu da se realizuje jednaku

p-p-(1—p)-p-(1-p)-p=p'(l-p?

Imajte na umu da smo stavili ¢inilac p svaki put kada postoji uspeh, i ¢inilac 1 — p za
svaki neuspeh.

Svaki niz sa 4 Ui 2 N ¢e imati $ansu p*(1 — p)? da se dogodi. Koliko takvih nizova
ima? Pa, prvi N bi se mogao pojaviti na prvom mestu, $to ostavlja 5 mesta za drugi N. Ili
moze biti na drugom mestu, ostavljajuci 4 mesta za drugi N. Sabiranje svih moguc¢nosti
daje 5+ 4 + 3 + 2 + 1 = 15 mesta. Dakle, ukupna verovatnoca je

15(0.4)4(0.6)* = 0.13824 ~|0.1382].

Ovo mozemo generalizovati da bismo dobili binomnu raspodelu.

Definicija 21

Pretpostavimo da je eksperiment, sa verovatno¢om uspeha p, ponovljen nezavisno n
puta. Ako je N broj uspeha, kazemo da N ima binomnu raspodelu sa parametrima n
ip. Ipisemo N ~ Bin(n,p).

Termin binomna dolazi od binomnih koeficijenata (TZL)

Definicija 22
Binomni koeficijent () (¢itaj n nad i) je broj nizova u {U, N}" koji imaju taéno i
komponente oznacene kao U.

Cinjenica 17
Formula za binomni koeficijent je

U Primeru 15 ranije, trebalo nam je (2) =6!/[4!12!] =6-5/[1 - 2] = 15 sto smo nasli direktno pa
tako znamo da bar u tom slucaju formula radi!

Dokaz. Razmotrimo broj permutacija skupa {1,2,...,n}. Ovo je nizu {1,...,n}" gde svaka
komponenta ima drugaciju oznaku. Permutacija se moze naci tako $to prvo izaberemo koji od
n elemenata je prvi, ostavljaju¢i n — 1 elemenata, i tako dalje do 1. Dakle, broj permutacija je
n-(n—1)-(n—-2)---1=nl

Ili smo mogli da izaberemo na koja mesta ulaze elementi {1,...,7}, zatim permutujemo ove
elemente na 7! nacine, a zatim permutujemo preostale elemente na (n — 7)! nac¢ine. Oba nacina



7.2. BAJESOVO PRAVILO 45

nl = (7;) Sl (n— i)l

Preuredivanje elemenata dovrsava dokaz. O

raCunaju istu stvar, pa su jednaki, i

Cinjenica 18
Za N ~ Bin(n,p)ii € {0,1,...,n}

P(N =i) = (7;)29@‘(1 _

gde je ("}) broj nizova u {U, N}" sa i-tom komponentom ozna¢enom U.

Dokaz. Nekajei € {0,1,...,n}. Zatim svaki niz sa i U-ova ¢e imati n — i N-ova, i tako ¢e imati
verovatnoéu p’(1 — p)"~* zbog nezavisnosti. Broj takvih nizova je (}) po definiciji. O

Dakle, za pitanje dana, sada znamo kako da izra¢unamo raspodelu od NV dato p. Ali moZzemo li

uciniti obrnuto? Mozemo li izrac¢unati p ako je dato N? To je ono Sto je sustina Bajesovog pravila.

7.2 Bajesovo pravilo

Bajesovo pravilo (ili Bajesova teorema ili Bajesova formula) govori nam kako da ,obrnemo”
uslovne verovatnoce.

Teorema 1 (Bajesovo pravilo)
Neka su A i B takvi dogadjaji da suiP(A) i P(B) veéi od o. Onda vazi

P(A)

P(4]B) = B(BIA) - p -

Dokaz. Primetimo da je
P(AB) =P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).
Deljenjem obe strane sa P(B) dobijamo konaé¢ni rezultat. O

Naoruzani Bajesovim pravilom, spremni smo da odgovorimo na pitanje dana.

Pitanje dana Dato nam je da [N|p] ~ Bin(6,p), i Zelimo da nademo [p|N = 2]. Neka je
Q2 =n{0,0.1,...,0.9,1}. Posto je p € Q2 sa verovatnocom 1, i pod uslovom N = 2, p ¢e jo§ uvek
biti u 2. Dakle ono §to Zelimo da nademo je

P(p = a|N = 2)

za sve o € ).
Iz Bajesovog pravila dobijamo

N g BN =2 =a)B(p=a) _ (5’1 -a)'(1/1)i(a €Q)
Blp=olN=2)= P(N = 2) = P(N = 2)

=Co'(l—a)*1(a e Q).
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Ostaje nam jedino da nademo C'. Prema zakonu potpune verovatnoce

Y Plp=alN=2)=) Co’(1-a)'=1

a€e) a€es)

odakle dobijamo da je C' jednako

-1

Z a?(1—a)t

a€efl

Ako je skup €2 mali, onda se ovo moze uraditi pesaka. Ovde je #(2) = 11, tako da slede¢i kod u
R obavlja sav posao.

alpha <- seq(0, 1, by = 0.1)

print (alpha”2 * (1 - alpha)"4)

C =1/ sum(alpha”2 * (1 - alpha)”™4)
print (C * alpha”2 = (1 - alpha) "4)

Rezultat je dat u sledecoj tabeli. U drugoj koloni su nenormalizovane verovatnoce za p dato
N = 2. Treca kolona je druga kolona podeljena zbirom unosa u drugoj koloni da bismo bili sigurni
da je zbir unosa jednak 1. Treca kolona je odgovor na pitanje.

! a2(1—-a) P(p=alN=2)

o 0 o
0.1 0.006561 0.06891
0.2 0.016384 0.1720
0.3 0.21609 0.2269
0.4 0.020736 0.2178
0.5 0.015625 0.1641
0.6 0.009216 0.09680
0.7 0.003969 0.04168
0.8 0.001024 0.01075
0.9 .000081 0.0.0008507

1 0 o
sum 0.0925 1

7.3 Varijante Bajesovog pravila

U koris¢enju P(X € AlY € B) =P(Y € B,X € A)P(X € A)/P(Y € B), ¢esto je od
pomoéi da se B podeli u dva disjunktna skupa, B = A® B + AB. Tako dobijamo slede¢u varijantu
Bajesovog pravila:

Cinjenica 19

Neka su A i B dogadaji takvi da su P(A), P(A®) i P(B) pozitivne. Onda
P(B|A)P(A)

P(BIA)E(4) + B(BI AC)B(AC)

P(A|B) =




7.3. VARIJANTE BAJESOVOG PRAVILA 47

Primer 16

Studenti koji uce za ispit (Sto rade sa verovatnocom 30%) imaju 95% verovatnoce da ¢e

poloziti. Studenti koji ne uce imaju samo 80% $anse da poloZe. Ako je dato da student
polaze ispit, kolika je $ansa da je ucio?

Resenje Neka je S dogadaj da on/ona uce a P dogadaj da poloze. Tada

P(P|S)P(S)
P(P|S)P(S) + P(P|SC)P(SC)
(0.95)(0.3)

= (0.95)(0.3) + (0.8Y(0.7) (33724

P(S|P) =

Posto ucenje ne menja mnogo prolaznost u relativnom smislu, ne utice mnogo na uslovnu
verovatnocu. Pretpostavimo sada da ne smatramo samo puki prolaz, ve¢ ko dobije A na ispitu.

Primer 17

Studenti koji uce za ispit (Sto rade sa verovatnocom 30%) imaju 60% verovatnoce da ¢e

dobiti A. Studenti koji ne uce imaju samo 10% Sanse da dobiju A. Ako student dobije A,
kolika je sansa da su ucili?

Resenje Neka je S dogadaj da on/ona uce, i A dogadaj da dobiju A na ispitu. Onda

P(S|A) =

Skup {A, A®} formira jednu particiju skupa Q.

Definicija 23
Skupovi Ay, ..., A, particiraju 2 ako su disjunktni i njihova unije je jednaka €2

Cinjenica 20
Za particiju Ay, ..., A, of i bilo koji dogadaj B,

P(B) = ) P(B|A)P(4)).
i=1

Dokaz. Primetimo
B=BNOQ=BN(AUAU---UA4,)=(BNA)U---U(BN Ay,).
Posto su A; disjunktni, dogadaji B N A; su takode disjunktni. Dakle
P(B)=P(BNA;)+---+P(BNA,).
Sada mozemo koristiti formulu uslovne verovatnoce na svaki od ovih sabiraka

P(B N Aj) = P(A4:)P(B|A;).
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Rezultat sledi.

7.2

7-3

7-4

7-5
7.6

7-7
7.8

7-9

7.10

7.11

Zadaci
Neka je X ~ Bin(10, 0.2). Kolika je verovatno¢a P(X > 2)?
Neka je X ~ Bin(10,0.23). Kolika je verovatno¢a P(X < 2)?
a) Koliko je 5 nad 2?
b) Na koliko nac¢ina mogu da se rasporede slova AABBB?

Svako slovo u nizu DNK je podjednako verovatno da bude jedno od {A, G, C, T'}. Koja
je verovatnoca da tacno 10 od 40 slova u nizu su slovo A?

Koliko nizova sastavljenih od slova F'i S su duzine 10 i imaju ta¢no 8 slova S?

Posmatrajmo broj nizova od 10 slova sastavljenih od slova F'i .S koji imaju ta¢no osam
slova S. Takav niz mora poceti ili sa slovom F'ili sa S.

a) Ako niz poc€inje slovom F', onda medu prestalih 9 slova mora biti tacno 8 slova S.
Na koliko nacina moze ovo da se dogodi?

b) Ako niz pocinje slovom S, onda medu prestalih 9 slova mora biti tacno 7 slova .S.
Na koliko na¢ina moze ovo da se dogodi?

c) Sabiranjem rezultata iz prethodna dva dela dobijamo ukupno 10 nizova slova sa
tacno 8 slova .S.

Neka je N ~ Bin(10,0.3). Kolika je verovatnoc¢a P(N = 8)?

Ispitivanje leka ima 18 ucesnika, od kojih se za svaki ocekuje (nezavisno) da bude uspeh
sa verovatno¢om 0.2. Koja je verovatnoca da jedan ili nula u¢esnika bude uspesan?

Pretpostavimo da je [X|N]| ~ Unif({1,2,3,...,N})ida N ~ Unif({1,2,3,4,5,6}).
Kolika je verovatnoca
P(N =3|X =2)?

Dimer Pharmaceuticals proizvodi 3 vrste lekovi za odredenu bolest. Prvi je efikasan u
50%. pacijenata, drugi u 37%, a treci u 5%.

a) Ako postoji jednaka verovatnoca da ¢e pacijent dobiti bilo koji od tri leka, kolika je
verovatnoca da je lek efikasan za njihovu bolest?

b) Ako je lek efikasan za pacijenta, kolika je verovatnoca da je lek trece vrste?

c) Ako se prvi lek da 300 ljudi, oceniti verovatnocu da je lek efikasan za ta¢no 145

ljudi koristeci Stirlingovu formulu.

Autotomic Industries proizvodi dve vrste leka protiv bola koje ¢emo, radi jednostavnosti,
ovde zvati A i B. Tip A ublazava bol kod 40% pacijenata, dok tip B ublazava bol kod
20% pacijenata.

Pacijent uzima jedan od lekova protiv bolova (ne znaju koji tip) i ublazava im bol. Koja je
verovatnoca da su koristili tip A?
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7.12

7-13

7.14

7.15

Architas Manufacturing ima cetiri fabrike za svoje nove laptopove. Svaki laptop proizve-
den ima male Sanse za neuspeh. Fabrika 1 ima 0.03% Sanse za neuspeh, Fabrika 2 ima
0.02% Sanse, Fabrika 3 ima 0.07% Sanse, a Fabrika 4 ima a 0.01% S$anse.

a) Ako je jednako verovatno da laptop dolazi iz svake od Cetiri fabrike, kolika je ukupna
Sansa da je neispravan?

b) Ako je laptop neispravan, kolika je $ansa da je proizveden u Fabrici 1?

c) Istraga otkriva da je neispravan laptop dosao iz fabrika 1 ili 2. Kolika je sada
verovatnoca da je proizveden u fabrici 1?

Opklade na crveno i crno na stolu za rulet ispla¢uju se po jednakim kvotama, §to znaci
da ako ulozite = dolara i pobedite, dobijate nazad svoj ulog od x dolara plus jo$ x dolara.
Ako izgubite, onda gubite svoj ulog od z dolara.

Pretpostavimo da na ruletu 20 puta uzastopno stavljate isti ulog na crveno. Na tocku
americkog ruleta ima 38 polja od kojih su 18 crvena, a podjednako je verovatno da ¢e
loptica sleteti u bilo koje polje.

a) Nadite verovatno¢u da nakon dvadesete ruke budete u plusu (dakle, imate vise
novca nego kada ste poceli).

b) Nadite verovatnocu da na kraju dvadesete ruke budete u minusu (imate manje novca
nego kada ste poceli).

c) Nadite verovatnocu da ste na kraju dvadesete ruke na nuli.

Medicinski centar Happi Eies LASIK poseduje tri aparata za izvodenje operacije. Korisce-
nje prve masine u hirurgiji rezultira uspesnom operacijom kod 95% pacijenata, druga je
uspesna u 97% slucajeva, a tre¢a masina rezultira uspesnom operacijom u 99% slucajeva.

Dolaznim pacijentima se nasumi¢no dodeljuje masina za operaciju: 50% operise se na
prvom aparatu, dok 20% radi na drugom, a 30% na tre¢em.

a) S obzirom da operacija nije uspela za pacijenta, kolika je $ansa da je uradena na
prvom aparatu?

b) S obzirom na to da operacija nije uspela, a koris¢ena je ili prva ili druga masina,
kolika je Sansa da je koris¢ena druga masina?

Psiholoski eksperiment pokusava da utvrdi da li umiruju¢a muzika pre ispita povecava
rezultate testa za 10% ili vise. Istrazivaci veruju da postoji Sansa od 40% da ce pustanje
muzike poboljsati rezultate. Ako je njihova hipoteza tacna, a eksperiment izvode na 20
ucenika, kolika je Sansa da najmanje 10 ucenika pokaze poboljsanje?
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Gustine neprekidnih slucajnih promenljivih

Pitanje dana Neka je 7" ~ Exp(3). Naéi gustinu (pdf) i kumulativnu funkciju raspo-
dele (cdf) za T.

Sazetak Neke slucajne promenljive imaju funkciju gustine verovatnoce, takode po-
znatu i samo kao gustina ili pdf. Diskretna slu¢ajna promenljiva X ima gustinu f u
odnosu na meru prebrojavanja ako za sve prebrojive skupove A

P(X € A) =) f(a).

a€A

Neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima gustinu f u odnosu na Lebegovu meru ako
za sve merljive A,

P(X € A) = /EA f(a) dA.

I za diskretne i za neprekidne slucajne promenljive, kumulativna funkcija raspodele,

ili cdf je definisana kao
Fx(a) =P(X <a).

8.1 Diferencijali

Kada se bavimo neprekidnim slu¢ajnim promenljivim, od pomoc¢i je imati pojam diferencijala.
Intuitivno, ako je data slucajna promenljiva ¢, diferencijal od ¢, napisan kao dt, je beskona¢no mala
promena u vrednosti promenljive ¢.

Diferencijali se mogu koristiti za postavke i izvoda i integrala. Izvod funkcije f koja preslikava
promenljivu z u promenljivu y se Cesto pise kao

' dy
f(x) = dr’
$to ukazuje da je derivat mala promena u y koja je rezultat male promene u x. MoZemo pisati da je
mala promena u y
dy = f(z +dz) — f(x),
Sto daje
fz + dx) — f(x)

fla) = S0

51
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Ova vrsta jednacine iznad je neformalni nacin razmisljanja o izvodima. Postoji nekoliko nac¢ina
da se ovo izrazi preciznije, a jedan od nacina je koris¢enjem limesa, u kom slucaju

) — tim L@ = @),

h—0 h

Ovde h koji se priblizava nuli predstavlja zamenu za dz, beskona¢no malu promenu u z.
Za primenu u integralima, diferencijal ¢e takode znaciti mali interval ili skup koji okruzuje ¢. To
jest, koristi se dt za upucivanje na beskona¢no mali interval oko promenljive ¢.

dt

t .

Ovim mozemo stvoriti pojam diferencijalnog pravougaonika koji meri povrsinu ispod krive g(t)
koja lezi u diferencijalnom intervalu dt oko .

g9()

M
Povrsina diferencijalnog pravougaonika bice ¢(t) dt posto mu je visina g(t) a Sirina dt.
Da bismo pronasli ukupnu povrsinu ispod krive od a do b, moramo da saberemo povrsine ispod

svih diferencijalnih pravougaonika. Ovo se zove integracija (integral znaci celina, a Zelimo celu
oblast) i predstavljenje is izduZenim slovom S kao simbolom za sumu:

b
povrsina :/ g(t) dt.
¢

=a

8.2 Diferencijali i verovatnoca

Napisimo P(X € dt) da ukazemo na verovatnocu da slu¢ajna promenljiva X spada u ovaj

beskonacno mali skup dt oko .
Onda da bi nasli P(X € A), integralimo P(X € dt) zat € A.

Primer 18
Neka je P(X € dz) = 32?1 (x € [0,1]) do. Naéi P(X € [0.4,0.6]).

Odgovor Ovo nas vodi do integrala

3221 (z € [0,1]) dz = 23|3:§ =0.1520 |
4

0.6

P(X € [0.4,0.6]) = /

z=0.
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U primeru primetimo da
P(X € dt)

T 3221 (z € [0,1])

formira vrstu izvoda. Ovo je generalizacija izvoda i zove se Radon-Nikodimov izvod, ili poznatije
kao gustina.

Naravno, pravilo ukupne verovatnoce i dalje mora vaziti, dakle integraljenjem gustine preko
R = (—o00, 00) trebalo bi da se dobije 1.

Primer 19
Neka je P(X € dz) = Cexp(—2x)1(xz > 0) dz. Koliko je C?

Odgovor Ovde

P(X eR) = / Cexp(—2z)1(x > 0) dx
R

o0
= Cexp(—2x) dx
=0

= Cexp(—2$)/(_2)’80
ey

SoC/2 =1, and.

Definicija 24
Reci cemo da je fx gustina (takode funkcija gustine verovatnoce ili pdf®) za nepre-
kidnu slu¢ajnu promenljivu X ako za sve merljive skupove A,

P(Xe€A) = » f(s) ds.

“eng. probability density function

Napomena Mozda je najcesca zabuna u verovatnoci izmedu pojmova gustina i raspodela. Ras-
podela sluc¢ajne promenljive je funkcija Py koja mapira dogadaj A u P(X € A). To jest,
Px(A) = P(X € A). Gustina X je drugacija funkcija f koja se moze koristiti za izratunavanje
raspodele koris¢enjem integracije, ali to definitivno nisu iste funkcije!

Mesanje gustine i raspodele je kao mes$anje integranda, $to je funkcija f(s) koja se integrise, i
integrala, koji je [, f(s) ds. Ovarazlika postaje vazna kasnije u statistici, gde je raspodela statisticki
model dok je gustina verodostojnost.

8.3 «cdfigustina

Prisetimo se da je kumulativna funkcija raspodele ili cdf, slucajne promenljive ¥’

Cdfy(a) = Fy(a) = P(Y < a).
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Cinjenica 21
Ako je X neprekidna sluc¢ajna promenljiva, onda je njena kumulativna funkcija raspodele
FY, diferencijabilna svuda osim u prebrojivo mnogo tacaka. Stavise, ako je

fx (@) = Fx(x)

svuda gde je F'x (x) difernecijabilna, onda je fx (x) gustina slu¢ajne promenljive X.

Cinjenica da je F'x (z) diferencijabilna svuda osim na prebrojivom broju racaka je rezultat iz
realne analize. Jo$ jedan, takode napredan, rezultat je da ako je P(X € A) = P(Y € A) za
sve skupove A oblika (—00, al, tada X i Y imaju istu raspodelu. Ovo je poznato kao Teorema
Karateodorija. Sa ove dve ideje ¢injenica moze biti dokazana.

Dokaz. Neka je A = (—o0,a]. Onda

a

P(X € A) = Fx(z) = / Fy(z) do = /_ Ix(z) dz.

Dakle, fx(x) je gustina za slu¢ajnu promenljivu ¢ije verovatnoce na zatvorenim beskona¢nim
intervalima se poklapaju sa onima od X. Dakle, fx (x) je gustina za X. O

Sa ovom ¢injenicom u ruci, moze se odgovoriti na pitanje dana! Setimo se da slu¢ajna promenljiva
X ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom 3 ako

1
X = —§ IH(U),

gde je U uniformna na intervalu [0, 1]. Posto U € (0, 1) sa verovatno¢om 1, In(U) je negativno, i
dakle sa verovatno¢om 1 je X > 0.
Dakle cdfx (a) = P(X < a) = 0 za svako a < 0. Sad pretpostavimo da je a > 0. Onda

cde(a) =P

§to je 1 — exp(—3a) jer za a > 0 exp(—3a) € (0, 1). To znaci da je

cdfx(a) = [1 — exp(—3a)]1(a > 0) |

Grafik cdf izgleda ovako

Diferenciranje onda daje gustinu

fx(a) =3exp(—3a)l(a >0) |
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Ix

Napomene

8.4

Posto cdf P(X € (—o0, a]) raste kako a raste, gustina (nagib) cdf-a je uvek nenegativan.

Cdf je verovatnoca koja uvek lezi izmedu 0 i 1. Medutim, pdf je izvod ove funkcija, pa moze
biti ve¢a od 1, kao u nasem primeru.

Za aib, iskazi poput P(X < a) i P(X > b) nazivaju se repovi raspodela. Verovatnoéa ovih
repova mora teZiti 0 za a — —00 i b — co. Sto se ti¢e cdf-a, to znaéi

lim cdfy(a) =0, lim cdfx(a)=1.
a— —00 a— 00

Kada diferenciramo funkciju koja sadrzi funkciju indikator, ona moze biti dovedena ispred

izvoda. To je zato $to je izvod konstantne 0 funkcije 0, i izvod konstante 1 funkcije je 1 puta

izvod ostalih ¢inioca u funkciji.

Funkcija cdf x (a) = 3exp(—3a)l(a > 0) nema izvod na o, posto postoji ostra krivina u
funkciji. To je u redu: mozete redefinisati (ili proizvoljno definisati) gustinu neprekidne
slucajne promenljive na prebrojivom broju mesta bez promene raspodele funkcije koju

predstavlja. To je zato $to
/ f(s)ds=0

To znaci da gustina neprekidnih slu¢ajnih promenljivih nije jedinstvena, postoji beskonac¢an
broj funkcija f koje mogu biti gustina.

za svako a.

Normalizovanje gustina

Pretpostavimo da znamo samo gustinu do na normalizujucu konstantu. Na primer, pretpostavimo

fx(s) = Cs*1(s € [0,1]).

Mozemo li da nademo konstantu C?
Da! Koristeci sledecu ¢injenicu

Cinjenica 22
Za neprekidnu sluc¢ajnu promenljivu X sa gustinom fx,

/_Z fx(s)ds=1.
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Dokaz. Primetimo

/OO fx(s)ds=P(X € (—o0,00) = 1.

Primer 20
Neka X ima gustinu fx (s) = Cs?1(s € [0, 1]). Naéi C.

Resenje Primetimo

1= /OO Cs*1(s € [0,1]) ds

— 0o

Dobijamo da .

8.5 Skaliranje i pomeranje slucajnih promenljivih

Cesto moramo da pomeramo (3iftujemo, transliramo) slu¢ajne promenljive i da ih rastezemo
(skaliramo) kako bismo bolje modelirali nase potrebe

Definicija 25
Za slu¢ajnu promenljivu A, kazemo da je B = a + bA pomerena za a i skalirana za b.

Kako to uti¢e na gustinu? Na prili¢no direktan nacin.

Cinjenica 23
Neka X ima gustinu fx(s) u odnosu na Lebegovu meru. Onda za svako a # 0ib € R,

fax1o(s) = [1/alfx((s = b)/a).

Dokaz. Nadimo cdf od aX + b. Prvo uzmimo a > 0.
cdfyxp(s) =PlaX +0<s) =P(X < (s—10b)/a) = cdfx((s — b)/a).

Diferenciranjem dobijamo Zeljeni rezultat.
Sli¢no za slucaj a < 0. 0

Zadaci

8.1 Nekaje X = /U gde U ~ Unif(]0, 1]). Naéi gustinu za X.

8.2 Pretpostavimo da X ima gustinu fx (s) = (z2/9)1(z € [0, 3]).
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8.3

8.4

8.5

8.6

8.7
8.8
8.9

8.10

8.11

8.12

8.13

8.14

a) Nadite P(X € [0, 1]).

b) Nadite vrednost m takvu da vazi P(X < m) = 0.5. (Takva vrednost m se naziva
medijana raspodele X ili jednostavno medijana X).

Neka je fx(s) = exp(—s)[1 — exp(—2)] 11 (s € [0,2]).

a) Koliko je P(X > 1.1)?
b) Koliko je P(X < —0.5)?
c) Nacrtajte grafik Fly.

Prose¢na tezina pilica (u kg) na farmi Zivine modelovana je gustinom
f(s) =25(z —1.8)1(z € [1.8,2]) + 25(2.2 — x)1(z € [2,2.2])
a) Koja je verovatnoca da pile tezi vise od 2.1 kilograma?
b) Koja je verovatnoca da pile tezi vise od 2.5 kilograma?

Pretpostavimo da W ima gustinu fiy (z) = 32%1[x € [0,1]). Koja je gustina za Y =
3W +2?

Neka U ima raspodelu Unif([—1, 1]).

a) Naci gustinu za U.

b) Naci gustinu za —2U + 1.
Neka X ima gustinu fx(z) = C/(1 + z?). Sta je C?
Neka je P(Y € dy) = Cyexp(—2y)1(y > 0) dy. Sta je C?
Pretpostavimo fr(t) = 2exp(—2t)1(¢ > 0). Naci gustinu za 27 + 1.
Pretpostavimo f7(z) = 7~ /2 exp(—22/2). Za o > 01y € R, naéi gustinu za

w+oZ.

Neka je U ~ Unif([—2, 2]).

a) Neka je T = U3. Koju gustinu ima T°?
b) Nekaje V = U*. Koju gustinu ima V?

Pretpostavimo da U ~ Unif([—7/2,7/2]) 1 X = arctan(U). Na¢i gustinu za X.

Pokazati da ako 7" ima eksponencijalu raspodelu sa stopom A, tada |T'| 4+ 1 ima geome-
trijsku raspodelu i pronadite parametar p kao funkciju od A.

Pokazati da ako 7" ima eksponencijalu raspodelu sa stopom A i a > 0 onda o1 ~

Exp(A/a).
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Gustine diskretnih slucajnih promenljivih

Pitanje dana Neka je U ~ Unif({1,2,3,4}). Na¢i gustinu i kumulativnu funkciju
raspodele za U.

Sazetak Za diskretnu slu¢ajnu promenljivu X, gustina je data kao fx (i) = P(X = i).
Gustina je data u odnosu na meru prebrojavanja. Medutim, dok se gustina neprekidne
sluc¢ajne promenljive naziva funkcija gustine verovatnoce ili pdf, gustina diskretne
slucajne promenljive se ¢esto naziva funkcija mase verovatnoce ili pmf umesto toga.
Funkcija raspodele za X je definisana na isti nacin kao za neprekidne slucajne pro-
menljive:

cdfx(a) = Fx(a) =P(X < a).

U poslednjoj sekciji uveden je pojam gustina kao izvod verovatnoce u odnosu na Lebegovu meru.
Ovo se odnosi na neprekidne slucajne promenljive.

P(X € ds)

T = fx(s).

Kakva je situacija kada je slucajna promenljiva diskretna?
Uzmimo konkretan primer i pretpostavimo sledece

P(X =0)=02, P(X =1) = 0.3, P(X =2) = 0.5. (9.1)

Sada dodajmo tanusan infinitezimalni interval oko tacke 2. Tada bez obzira koliko je taj interval
mali, verovatnoc¢a da X upadne u taj interval je 0.5. Dakle P(X € ds) = 0.5za s = 2.
Slicno i za s = 2.4, za infinitezimalno mali interval oko 2.4, verovatnoca je o da X upadne u taj
interval. Generalno, imamo
P(X €ds) =P(X = s).

Sta sa ds? ds samo sadrzi s u diskretnoj meri i mera prebrojavanja skupa {s} je ta¢no 1. Dakle

P(X €ds) P(X=ys)
ds 1

kada radimo sa diskretnim slucajnim promenljivim.

59
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Definicija 26
Za diskretnu slu¢ajnu promenljivu X gustina (takode pdf ili funkcija mase verovatnoce
ili pmf? ) je

“ eng. probability mass function

Imajte na umu da za neprekidne slucajne promenljive imamo samo termin funkcija gustine
verovatnoce, ili pdf za gustinu, ali i za diskretne raspodele ponekad je nazvana funkcija mase
verovatnoce ili pmf. Ovo potic¢e od posmatranja jedne jedinice verovatnoce kao jedne jedinice
mase, recimo jedan kilogram gline. Ova masa se zatim razbija i rasporeduje na moguce vrednosti
koje ostvaruje slucajna promenljiva.

Za slucajnu promenljivu X definisanu u (9.1), gustina ¢e biti

Fx(i) = 0.21(X = 0) + 0.3L(X = 1) + 0.51(X = 2).
U pitanju dana, moZemo napisati gustinu za U ~ Unif({1,2,3,4}) kao

fU(l) = (1/4)]1(1 € {1727374})

jer su sve verovatnoce jednake.

9.1 CDF za diskretne slucajne promenljive

Cdf za diskretne slu¢ajne promenljive definisana je na identican nacin kao za neprekidne
cdfx(a) = Fx(a) =P(X < a).

Razlika je u tome §to dok je cdf za neprekidne sl. prom. neprekidna f-ja, za diskretne ona ima
skokove.

Uzmimo opet U ~ Unif({1,2,3,4}). Zaa < 1,P(U < a < 1) = 0, tako da cdf ostaje ravna u o.
Alikadjea = 1,P(U < 1) = 1/4. Postoji skok od 1/4 ua = 0.

OndaP(U < 1.1) =P(U < 1.5) =P(U < 1.9999) = 1/4: cdf ostaje ravna dok ne dodemo do
a = 2, gde postaje P(U < 2) = (1/4) + (1/4) = 1/2. Opet imamo skok od 1/4.

Grafik izgleda ovako.

O

-1 (0] 1 2 3 4 5 6

Popunjeni kruzi¢ pokazuje koja je vrednost funkcije na mestu skoka. Tako u tacki 2, popunjeni
kruzic¢ je na visini 0.5 a prazan kruzi¢ na visini 0.25. Znaci vrednost f-je u toj tacki je 0.5.

Ako imamo cdf, kako odatle da nademo P(X = a)? To je zapravo samo duZzina skoka f-ju u tacki
a. Za neprekidne slu¢ajne promenljive cdf je neprekidna i svi tzv. ,skokovi” su nule. Generalno,
ovako to mozemo da izracunamo.

Cinjenica 24
Za slucajnu promenljivu X sa funkcijom raspodele F'y,

P(X = 5) = Fx(s) - lim Fx(s — |Al).
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Siftovanje i skaliranje funkcionisu malo drugacije za gustine diskretnih slu¢ajnih promenljivih.

Cinjenica 25
Neka X ima gustinu fx(s) u odnosu na meru prebrojavanja. Onda za svako a # 0 i
beR,

fax1s(s) = fx((s —b)/a).

Dokaz. Ovde

fax1p(s) =P(aX +b=s) =P(X = (s —b)/a) = fx((s = b)/a).

Primetimo da nema faktora |1/a| kao sa slu¢ajem Lebegove mere.

9.2 Funkcija maksimuma i cdf’s

Uzmimo nezavisne slucajne promenljive X i Y sa funkcijama raspodele F'x i Fy. Koja je cdf od
max{X,Y}?

Razmotrimo specijalni slucaj: da bi bilo max{X,Y} < 3, obe X i Y moraju da budu najvise 3.
To se desava sa verovatnocom cdf x (3) cdfy (3). Drugim re¢ima, za operator maksimuma, cdf je
proizvod cdf-ova pojedinacnih sluc¢ajnih promenljivih.

Cinjenica 26
Neka su X i Y nezavisne slucajne promenljive. Tada

cdf maxix,vy(a) = cdfx (a) cdfy (a).

A sta da radimo u slu¢aju minimuma? Onda koristimo da

P(min{X,Y} > a) =P(X > a)P(Y > ).

Definicija 27
Funkcija Sx (t) = P(X > t) se zove funkcija prezivljavanja za X.

Zove se funkcija prezivljavanja jer ako X meri koliko vremena objekat traje (prezivi) pre nego
$to se pokvari, Sx (f) meri verovatnocu da taj objekat Zivi duze od vremena t.

Cinjenica 27
Za nezavisne slucajne promenljive X i Y,

Smin{X,Y}(t) = SX(t)SY(t)

9.3 Medijana i Modus

Bilo da se radi o neprekidnoj ili diskretnoj gustini, interesuju nas neke istaknute vrednosti.
Za slu¢ajnu promenljivu X, medijana je vrednost m takva da su P(X < m)iP(X > m) obe
bar 1/2.
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Definicija 28
Slu¢ajna promenljiva X ima medijanu m akoje P(X <m) > 1/2iP(X > m) > 1/2.
Skup medijana m zove se medijalni skup.

Cinjenica 28
Ako X ima neprekidnu cdf funkciju onda se medijalni skup sastoji od resenja cdf x (m) =
1/2.

Ovo dovodi do sledeceg odnosa prema gustinama.

Cinjenica 29
Ako X ima gustinu fx(s) u odnosu na u, onda bilo koje resenje

/_ Fx(s) du= .

je medijana.

Primer 21
Neka X ~ Unif({1,2,3,4,5}. Onda je 3 jedina medijana za X (ovde P(X > 3) =
0.6 = P(X < 3))

Neka Y ~ Unif({1,2,3,4}) onda je bilo koje m € [2, 3] medijana za Y.

Drugo mesto od interesa za gustinu je ono gde je gustina $to je moguce veca. Ovo se zove modus
gustine.

Definicija 29
Modalni skup gustine f(x) je arg max(f(z)). Elementi ovog skupa zovu se modusi.

Drugim re¢ima, skup modusa je skup argumenata x gde je funkcija f(z) $to je moguce
veca.

Primer 22
Neka X € {1,2,...} ima gustinu f(i) = (24/72)i~2. Na¢i modus.

Resi Postoje (24/72)i 2 strogo opadaju¢azai € {1,2,...}, dabinaslimodus moramo

traziti za najmanje moguce 4, koje u ovom slucaju ¢ini skup modusa | {1} |

Sada za neprekidni slucaj.
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Primer 23
Na¢i modus(e) funkcije f(z) = zexp(—x)1(z > 0).

Resenje Zazx <0, f(z) = 0, tako da tu nema modusa.
[z exp(—2)]" = 2’ exp(—z) + z[exp(—2)]" = (1 — =) exp(—2),

ima jedinstveno resenje u z = 1. Posto je f'(z) < Ozax > 11 f'(z) > 0zaxz < 1, ova

kriti¢na tacka je globalni maksimum na intervalu (0, 00), i skup modusa je jednak | {1} |

Nazalost, nisu sve gustine svuda diferencijabilne. Zapravo, nisu sve gustine ni svuda neprekidne!

Primer 24
Naci modus od X gde X ~ Exp(A).

Resenje Gustina za X je Aexp(—As)l(s > 0). Kada s < 0, fx(s) = 0. Za
s > 0, [fx(2)]" = —X2exp(—As) < 0. Dakle, fx(z) je opadajuéa na [0, 00), i
argmax fx(x) =|{0} | ito je jedini modus.

Imajte na umu da ako malo promenimo gustinu na g(z) = Aexp(—As)1(s > 0), raspodela je
nepromenjena. Medutim, ova gustina nema modus! U z = 0 imamo g(0) = 0, ali g(x) postaje veca
i ve¢a kad prilazimo nuli zdesna. Dakle, tehnicki g nema maksimalnu vrednost, tako da ne postoji
modus za ovu gustinu. Dakle, za razliku od srednje vrednosti, ili medijane slucajne promenljive,
modus nije funkcija raspodele, ali jeste funkcija gustine.

Zadaci
9.1 Za X sa gustinom fx (i) = 0.31(i = 1) + 0.71(i = 4), koliko je P(X < 2)?
9.2 Pretpostavimo da je fx (i) = 0.31(i = 2) + 0.21(i = 4) + 0.51(i = 5).

a) Koliko je P(X > 2.5)?
b) Skicirajte grafik f-je raspodele od X.

9.3 Neka su U; i Us iid Unif({1, 2, 3,4}). Na¢i gustinu za Uy + Us.
9.4 Neka su Uy, Uy, Us iid Unif({1,2,3,4,5,6}),1 X = max{U;, U, Us}.

a) Nadi cdfp(a).
b) Koliko je P(X = 4)?

9.5 Pretpostavimo da X ~ Unif({1,...,10}. Koji je skup modusa za X?
9.6 Pretpostavimo da X ima gustinu
fx(i)=031(i=1)+041(i =7) + 0.31(i = 10).
Naci skup modusa za X.

9.7 Pretpostavimo da X ima gustinu 22 exp(—z)1 (2 > 0). Naé¢i modus(e) za X.
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9.8 Pretpostavimo da Y ima gustinu 1052%(1 — z)*1(x € [0, 1]). Naé¢i modus(e) za Y.
9.9 Pretpostavimo da su X ~ Exp(1)iY ~ Exp(2) nezavisni.

a) Naci funkciju prezivljavanja za X.
b) Naci funkciju prezivljavanja za Y.

¢) Naéi P(min(X,Y) > 2).

9.10 Neka su Uy, Us, Us iid Unif([0, 1]). Naci f-ju raspodele za min(Uy, Us, Us).
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Srednja vrednost slucajne promenljive

Pitanje dana Koja je prosec¢na vrednost slucajne promenljive koja je jednaka 2 sa
verovatnocom 0.3, 3 sa verovatno¢om 0.5, i 6 sa verovatno¢om (.27

Sazetak Za neke slucajne promenljive, kada uzmete prosek uzorka mnogih nezavisnih
uzorkovanja iz iste raspodele, on konvergira realnom broju koji se zove srednja
vrednost, prosek, ocekivanje, ili ocekivana vrednost slucajne promenljive. Kada
je X diskretna sa gustinom fx, srednja vrednost je definisana kao

E[X] = Z afx(a).
acA

Jaki zakon velikih brojeva kaze da za slu¢ajnu promenljivu X sa E[| X |] < oo vazi,

X;+--+ X,
P(lim A1t A

n—o00 n

E[X]) ~ 1.

Uzmimo slu¢ajnu promenljivu B sa raspodelom Bern(p), koja uzima vredmost 1 sa verovatno¢om
p, 10 sa verovatnocom 1 — p.

Neka su sada Bj, B, . .. niz iid promenljivih sa istom raspodelom kao B. Posmatrajmo onda
uzoracki prosek prvih n vrednosti:

_ Bi+By+Bs+---+ B,
- .

Sn

Zbir By + Ba + - - - + By, broji koliko ima 1-ica medu prvih n promenljivih. Na primer, 1 4+ 0 +
0+ 1+ 0 = 2, posto ima 2 jedinice medu (1,0,0,1,0).

Iz naSeg intuitivnog razumevanja verovatnoce, €ini se razumnim da ovaj prosek uzorka treba
da konvergira vrednosti p. Jedno od velikih otkri¢a u verovatnoci bilo je kada je Jakob Bernuli
1713. dokazao da je ova intuicija ta¢na: S, konvergira, u nekom smislu, ka p. Ovaj rezultat je bio
toliko vazan da su Bernuli sluc¢ajne promenljive tako nazvane u njegovu ¢ast. Danas imamo jo$
jacu verziju njegovog rezultata.
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Cinjenica 30
Za By, B, . .. iid niz Bern(p) slu¢ajnih promenljivih,
By +By+---+B,
P(lim 1+ Pt :p>:1.

n— 00 n

Ova ideja se moze koristiti za definisanje ocekivane vrednosti Bernulijeve slucajne promenljive.

Definicija 30
Ocekivana vrednost (ili o¢ekivanje ili srednja vrednost ili prosek od B ~ Bern(p)
je E[B] = p.

Matematicki, limes je primer linearnog operatora.

Definicija 31
Za vektorski prostor V' sa skalarima S, re¢i ¢emo da je £ linearni operator ako za
svako v, w € Vis,t € S vazi,

L(sv + tw) = sL(v) + tL(w).

Neki primeri lineranih operatora:

« Proizvod matrica-skalar Ovde su vektori tacke v € R", i £(v) = Av za neku matricu A.
Onda za realne s, ¢ i vektore v i w vazi,

L(sv+tw) = A(sv + tw) = s(Av) + t(Aw) = sL(v) + tL(w).
« Diferencijacija Ovde su vektori difernecijabilne funkcije, a skalari realni brojevi, i
[sf +tg) =sf +tg.

« Integracija Ovde su vektori integrabilne funkcije, skalari realni brojevi, i

/xeA[Sf%—tg](x) do = S/:ceA f(x) dw+t/$€Ag(x) dzr.

« Limesi nizova Ovde su vektori nizovi, skalari su realni brojevi, i ukoliko nizovi {a, } {b,}
imaju limese, onda
lim (say, + thy) = s lim a, + ¢ lim by,.
n—o0 n—oo n—oo

Neka je A ~ Bern(p) i B ~ Bern(q). Neka su A, As,... ~ Aiidi By, By, ... ~ Biid. Ali za
svako 4, A; i B; ne moraju biti nezavisne jedne od drugih.

Na primer, neka su Uy, Uy, . . . iid Unif([0, 1]). Tada ako 4; = 1(U; < 0.2) onda A; ~ Bern(0.2).
Ako B; = 1(U; < 0.3) onda B; ~ Bern(0.3). Madutim, A4; i B; nisu nezavisne, posto ako je
A; = 1 onda B; takode mora biti 1.

Neka je C; = A; + B;, i razmatrajmo limes uzorackih proseka od niza C;. Onda

Ci+-+Cy Ai+Bi+Ay+Ba+---+ Ay + By
n

n
A1‘|‘"‘+An+Bl+“‘+Bn
n n .
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Uzmimo limes kad n teZi beskonac¢nosti

Citoid O
limn%ooQZP%—q

sa verovatno¢om 1.
Ovo utvrduje korisnu ¢injenicu o ocekivanoj vrednosti koju ¢emo koristiti uvek iznova: ocekivana
vrednost je takode linearni operator.

Definicija 32
Rec¢i ¢emo da je slucajna promenljiva integrabilna ako ima konacno ocekivanje.

Cinjenica 31
Posmatrajmo skup integrabilnih sluc¢ajnih promenljivih kao vektore, i neka su realni
brojevi skalari. Onda je o¢ekivana vrednost jedan linearni operator.

Dakle za svake dve slucajne promenljive X i Y i skalare a i b,

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].

Na primer, ovo nam omogucava da pronademo ocekivanu vrednost binomne slu¢ajne promenljive.

Cinjenica 32
Za X ~ Bin(n,p), E[X] = np.

Dokaz. Za By, ..., By, iid Bern(p),
B =By +---+ By, ~ Bin(n, p).
Uzimaju¢i oCekivanja obe strane dobijamo
E[B] =E[B1]+---+E[By)=p+---+p=np.
O

Za pitanje dana, da bismo koristili nase pravilo o Bernulijevim slucajnim promenljivim, moramo
napisati X kao zbir sluc¢ajnih promenljivih indikatora. To je vrlo lako uciniti!
Za X € {2,3,6},
X =21(X =2)+31(X = 3) + 61(X = 6).

Na primer kada je X = 3, dobijamo 3 na levoj strani izraza i (2)(0) + (3)(1) + (6)(0) = 3 na
desnoj strani izraza. Slucajevi X = 21 X = 6 su sli¢ni.
Sada uzmimo ocekivanje od obe strane:

E[X] = 2E[1(X = 2)] + 3E[1(X = 3)] + 6E[L(X = 6)].

Srednja vrednost indikatorske funkcije je verovatnoca da je indikatorska funkcija jednaka 1.
Tako, na primer, E[1(X = 2)] =P(X =2) =0.3.
Dakle

E[X] = 2P(X = 2) + 3P(X = 3) + 6P(X = 6) = 2(0.3) + 3(0.5) + 6(0.2) = 3.3.

Ovaj postupak bi se mogao pratiti svaki put kada je potrebno izracunati ocekivanu vrednost. Ali
ova ideja se moze lako generalizovati i inspiriSe nasu definiciju ocekivane vrednosti.
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Definicija 33
Neka Q) zadovoljava ), .o P(X = z) = 1. Onda ocekivana vrednost (ili srednja
vrednost, prosek, ocekivanje) od X je

EX] =) aP(X =z)

zEN

ako ti limesi postoje.

Notacija 4
Ovo takode mozemo napisati kao integral u odnosu na meru prebrojavanja.

ZxP(X:ac):/

2P(X € x) d# = / zP(X € dz).
€D z€) zeQ

Cinjenica da su limesi uzorackih proseka jednaki o¢ekivanoj vrednosti slu¢ajne promenljive se
naziva Jaki zakon velikih brojeva.

Teorema 2 (Jaki zakon velikih brojeva)
Neka X ima konacno ocekivanje i neka je X7, Xo, ... ~ X iid niz. Onda je

P(X1+...+Xn:
n

IE[X]) ~1.

Napomene:

« Nista nije receno o tome koliko brzo uzoracki prosek konvergira o¢ekivanoj vrednosti. Moze
biti veoma sporo ili veoma brzo. O tome éemo vise saznati kasnije kada budemo proucavali
varijansu slucajne promenljive.

« Konvergencija se desava samo sa verovatno¢om 1. To znaci da postoje nizovi gde se kon-
vergencija ne deSava. Ali verovatnoca da ce se desiti bilo koji od ovih neobi¢nih nizova je
nula.

« Na primer, pretpostavimo da imamo slu¢ajnu promenljivu X ~ Unif({1,2,3,4,5,6}). Raz-
motrimo iid niz bacanja kockica X1, Xo,... gde X; ~ X za sve i. Jedan moguci niz bacanja
kockica je 1,3,1,3,1,3,1,3,.... Za ovaj niz, prosek uzorka konvergira ka 2 a ne ka 3.5. Ali
verovatnoca da se dobije ba$ ovaj niz je 0. Jaki zakon velikih brojeva kaze da kada saberemo
sve nizove gde prosek uzorka ne konvergiraju ka 3.5, ukupna verovatnoca svih tih losih
nizova je jo$ uvek 0.

10.1  Simetrija

Jos jedno korisno svojstvo srednjih vrednosti je da ako je gustina simetri¢na u odnosu na neki
broj, srednja vrednost sluc¢ajne promenljive je jednaka tom broju.

Definicija 34
Funkcija f je simetri¢na oko m ako

(V6 e R)(f(m+9) = f(m—9)).
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Na primer, f(z) = (b—a+1)"'1(z € {a,a+1,...,b} je simetri¢na oko (a +b)/2. Primetimo
da ako je (a + b)/2 ceo broj onda f(m + d) i f(m — J) su oba 1 ako i samo ako d je ceo broj ne
veéiod (b — a)/2. Ako (a + b)/2 nije ceo broj, onda f(m + ) i f(m — ) su oba 1 ako i samo ako
d = k/2 gde je k ceo broj ne ve¢i od b — a.

Definicija 35
Slu¢ajna promenljiva je simetri¢na oko m ako X i2m— X (to je isto kao m — (X —m))
imaju istu raspodelu.

Cinjenica 33
Ako slucajna promenljiva X ima gustinu simetri¢nu oko m onda je X simetricnu oko
m.

Dokaz. Pokaza¢emo da imaju iste funkcije raspodele. Neka je a € R. Onda

P(X <a)=)_ fx(s)

=

= ; fx(s+m—m)

- Z;:fx(er (s - m))

_ E Fx(m— (s —m)) zbog simetrije
<

=D fx(m—s)

om X <a)

O

Sada mozemo koristiti linearnost da pokazemo da integrabilna simetri¢na slu¢ajna promenljiva
ima ocekivanje jednako centru simetrije.

Cinjenica 34
Neka je X integrabilna slucajna promenljiva, simetri¢na oko m. Onda

E[X] =m.

Dokaz. Po linearnosti
2m =E(2m] = E[X +2m — X| = E[X] + E[2m — X].
Posto je X simetri¢na, E[X| = E[2m — X|. Dakle 2m = E[X] + E[X]| = E[X] = m. O

Iz ovog, konkretno, dobijamo ocekivanje za diskretnu uniformnu raspodelu

Cinjenica 35
ZaU ~ Unif({a,a+1,...,b}),E[U] = (a + b)/2.
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Imajte na umu da ovo pravilo simetrije funkcionise samo ako je slucajna promenljiva integrabilna.
Pogledajmo R € {...,—2,—1} U{1,2,3,...} gde

P(R = i) = (3/m%)]i| 7.

Ocekivanje od R ne postoji iako je R simetri¢na oko 0.

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

10.8

10.9

10.10

10.11

10.12

Zadaci
Datodaje P(Y =2) =04iP(Y = —1) = 0.6, koliko je E[Y]?
Recimo da je P(R =0) = 0.3, P(R = 2) = 0.45 i P(R = 3) = 0.25. Koliko je E[R]?

Pretpostavimo da je P(X = 2) = 0.3, P(X = 4) = 0.2i P(X = 5) = 0.5. Koliko je
E[X]?

Neka W ima gustinu
W = (1/10)1( € {1,2,3,4}) + (2/10)1(i € {5,6,7}).
Koliko je E[W]?
Neka je E[X]| = 34. Koliko je E[2X — 5]?
Neka je E[X]| = 2. Koliko je E[15 — 5X]?
Uzmimo da je X ~ Unif({—2,—1,0,1,2}). Koliko je E[X]?
Neka je P(X = 0) = 0.15,i P(X = 2) = 0.65, P(X = 7) = 0.2. Koliko je E[X]?
Recimo da je E[R] = 31 E[S] = 6. Koliko je E[R — S]?
Ako je E[Z1] = p1 1 E[Z3] = o, koliko je E[27] + 475]?

Uzmimo Uy, Us, ... ~ Unif({1,2,3,4}). Pokazati da je lim;,, oo (U +- - -+ U,) /n = 2.5
sa verovatno¢om 1.

Neka je P(X =1i) = (6/7%)i "2 zasve i € {1,2,...}. Pokazati da X nije integrabilna.



Glava 11
Ocekivana vrednost opste slucajne
promenljive

Pitanje dana Nekaje T ~ Exp(4.5). Koja je prose¢na vrednost od 7', koja se obelezava
sa E[T]?

Sazetak Ocekivana vrednost realne funkcije g od realne slucajne promenljive X je
Blo(X)] = [ g(a)B(X € da).
acR
Za X sa gustinom fx (s) u odnosu na Lebegovu meru, ovo znaci
Elg(X) = [ _gla)fx(a) da
acR
a ako je gustina u odnosu na meru prebrojavanja,

E[g(X)] = ) _ g(a) fx(a).

Osnovni Monte Karlo algoritmi rade tako $to konstruisu slu¢ajnu promenljivu ¢ije
je ocekivanje vrednost koja nas interesuje, a zatim simulira tu slu¢ajnu promenljivu

viSe puta i usrednjava rezultate.

11.1 Integrali u odnosu na Lebegovu meru i meru prebrojavanja

Za slucajnu promenljivu X i dogadaj A,

P(X € A) = E[1(X € A)] = / 1(a € A)P(X € da).

a€ef)

Primetimo da je operator E funkcija slu¢ajne promenljive, naime, 1(X € A). U integralu,
funkcija promenljive po kojoj integralimo a je ista funkcija. Ovo daje 1(a € A) unutar integrala.

71
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Ispostavlja se da ovaj metod pretvaranja oc¢ekivane vrednosti u integral vazi i za bilo koju drugu
funkciju! Na primer,

Emﬂ:/@JMXGM)

E[X] = / P € da)

Efsin(X)] = / _ sn(a)P(X € da)

Kada X ima gustinu fx (a) u odnosu na meru prebrojavanja, integral se pretvara u sumu:
Bl(0] = [ alaP(X € do) = 3 g(a) (o)
ac a

Kada X ima gustinu fx(a) u odnosu na Lebegovu meru, integral je klasi¢ni Rimanov integral:

Blg()] = [

aceR

g(a)P(X € da) = / g(a)fx(a) da.

aceR

Ova pravila se ponekad nazivaju Zakon statisticara u nesvesti, jer prilikom kreiranja integrala
samo zamenite slucajnu promenljivu X u ocekivanju promenljivom integracije a u integralu. Tako
lako da se moZe uciniti i u nesvesti!

Imajte na umu da funkciju g uvek primenjujemo na pomoénu promenljivu s, a ne na funkciju
gustine. To uvek ostaje isto. Pogledajmo neke primere.
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Primer 25
Neka je fx(s) = 12s%(1 — s)1(s € [0, 1]). Na¢i E[X?].

Resenje Ovo je

E[X? = /OO s -125%(1 — s)1(s € [0,1]) ds

—00

= /1 125*(1 — s) ds
0
= 12[s°/5 — s°/6]|g

= 12[1/5 — 1/6] = 12/30 = 4/10 = [0.4000

Ova raspodela je iz familije Beta. Specificni parametri za ovu raspodelu su 3 i 2. 3 je za jedan vise
od stepena s, a 2 je za jedan veci od stepena 1 — s u formuli za gustinu. Stoga mozemo testirati

rezultat u R koristeci

results <— rbeta(1076,3,2)
mean (results”2)

i nakon pokretanja kdda dobijemo 0.3997603. Za diskretne slucajne promenljive vazi isto pravilo:

samo kvadratirajte vrednosti, gustina ostaje ista.

Primer 26
Neka je Y ~ Unif({1,2,3,4,5,6}). Na¢i E[Y?].
Resenje Ovo ce biti
E[Y]=1°P(Y = 1)+ 2’P(Y =2) + --- + 6°P(Y = 6)
= (1/6)[1+4+ 9+ 16 + 25 + 36]

=91/6 =[15.16].

Mozemo ovo testiratu u R kodom

results <— sample(l:6, 1076, replace = TRUE)

mean (results”2)

nakon cega dobijamo 15.1608.
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Primer 27
Pitanje dana Neka je X ~ Exp(4.5). Tada X ima gustinu

fx(s) =4.5exp(—4.55)1(s > 0).

Dakle ocekivana vrednost od X je
E[X] = / s-4.5exp(—4.5s)1(s > 0) ds
seR

oo

= / s-4.5exp(—4.5s) ds
s=0

U ovom trenutku moramo da proizvedemo izvod preko kojeg ¢emo kliziti i osloboditi se

S:

E[X] = / s lep(-459)1(s > 0)ds

= /j[—s exp(—4.5s)]" — [s]'[— exp(—4.5s)] ds
= [—sexp(—4.59)]|5° — /: —exp(—4.5s) ds
= slg]go —sexp(—4.5s5) — 0 — exp(—4.5s) /4.5

Zapamtite opste pravilo:
logaritmi << polinomne f-je << exponencijalne f-je << faktorijeli.

Ovde s raste polinomijalno, i exp(—4.5s) = 1/ exp(4.5s) opada eksponencijalno tako
da sexp(—4.5s) tezi 0 kada s tezi beskonac¢nosti. Moze se iskoristiti i Lopitalovo pravilo
da se ovo proveri.

Dakle

E[X]=0-0-(0—1/45)=[02222. . ]

11.2  Osobine neprekidnih ocekivanja

U Poglavlju 10, uocili smo dva najvaznija svojstva oc¢ekivane vrednosti.

« Linearnost. Za bilo koje dve slucajne promenljive X i Y i realne brojeve a i b,

ElaX + bY] = aE[X] + bE[Y].

« Jaki zakon velikih brojeva. Ako je X integrabilna, i X1, Xs,... suiid X, onda

P<X1+~-+Xn
n

— IE[X]> = 1.

Obe ove osobine vaze i za o¢ekivanje g(X).
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Primer 28
Neka je X ~ Exp(4.5) 1Y ~ Unif({1,2,3}). Naéi E[X + Y]?

Resenje Ovde E[X] = 2/91iE[Y] = (1/3)(1) + (1/3)(2) + (1/3)(3) = 6/3 = 2.

Dakle
E[X+Y]=E[X]|+E[Y]=2/9+2=20/9=|2.222...

zbog linearnosti.

11.3  Primene Jakog zakona velikih brojeva

Konzistentne ocene u statistici Pretpostavimo da imam tok dolaznih podataka X, Xo, ...
koji modelujem kao iid X gde je E[X] = 6. Vrednost 0 je parametar koji pokusavam da pronadem.
Na primer, mozda imam model gde

Xl,XQ, cee Y Unif[O, 20]

Uzoracki prosek
X1+ + X,

n

0, =
daje nam niz ocena vrednosti parametra 6.
Mi onda znamo prema JZVB da uzoracki prosek zadovoljava

lim 6,, = 6

n—oo
sa verovatno¢om 1.
Kada imamo niz ocena 6,, koje konvergiraju pravoj vrednosti § kako broj podataka ide u besko-
nacnost, kazemo da je ocena konzistentna, $to je veoma pozeljna osobina.

Monte Karlo U Monte Karlo simulaciji, da bi se izracunao integral, prvo je potrebno konstruisati
slu¢ajnu promenljivu X takvu da je E[X] jednak vrednosti integrala.

Primer 29
Konstruisati slu¢ajnu promenljivu X takvu da je E[X]| = I, gde je

1
= / V2?5 —1In(z) dz.
0
(Imajte na umu da ova funkcija nema elementarnu primitivnu funkciju.)

Resenje Posto je oblast integracije [0, 1], moZemo bazirati nasu slu¢ajnu promenljivu
na uniformnoj U ~ Unif([0, 1]). Neka je

X =g(U) =+/U?5—1n(U).
Prema formuli za o¢ekivanje funkcije slu¢ajne promenljive, ovo daje
E[X] =E[g(U)]
o
= / Vu?d —In(u)l(u € [0,1])
—0o0

= /.
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Uz kreiranu formulu, sledec¢i kod daje ocenu vrednosti 7.

u <= runif (1076)
> mean (sqgrt (u”2.5 - log(u)))

Ovo je izbacilo 1. 095166 Sto je vrlo blizu tatnom resenju koje je jednako 1.0954.

11.1

11.2

11.3

11.4

11.5

11.6

11.7

11.8

11.9

11.10

11.11

11.12

11.13

Zadaci
Za X sa gustinom 12s%(1 — s)1(s € [0, 1]), na¢i E[X].
Neke je X ~ Unif([3, 6]). Na¢i E[X].

Pretpostavimo da su Uy, Us, . .. ~ Unif([0, 4]). Pokazati lim,, oo (U1 + - -+ Up)/n =2
sa verovatnocom 1.

Pretpostavimo T, T, ... ~ Exp(2). Pokazati

sa verovatnocom 1.

Za Z sa gustinom
fz(2) = 772 exp(—22/2),

koristeci integral proverite da je E[Z] = 0.

Neka je U = Unif([0, 1]). Onda takode i 1 — U ~ Unif([0, 1]). Primetite da je
E[U+E[l1-U]=EU+1-U]=E[l] =1.

dato da je E[U] = E[1 — U] (posto imaju istu raspodelu), koliko je E[U]?

Pretpostavimo P(X = —1) = 0.3 i P(X = 1) = 0.7. Koliko je E[X?]?

Pretpostavimo Y = 1/U gde je U ~ Unif([0, 1]). Pokazati da Y nije integrabilna.

Neka X ima gustinu s exp(—s2/2)1(s > 0). Na¢i E[X?].

Neka U ~ Unif([0, 1]). Naéi oéekivanu vrednost od v/U.

Napravimo slu¢ajnu promenljivu W takvu da je E[W] = I, gde je
1
I = / 222 du.
-1
Napravimo slu¢ajnu promenljivu Y takvu da je E[Y] = I, gde je

3
I:/ exp(—x2%) da.
0

Za slucajnu promenljivu A, srednja apsolutna devijacija od A je definisana kao
MAD(A) =E[|A - E[4]]].
Neka je A ~ Exp(A). Find MAD(A).
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11.14

11.15

11.16

11.17

11.18

11.19

11.20

Za U ~ Unif(]0, 1]), na¢i MAD(U).

Tri zombija te jure. Svaki od njih tréi brzinom koja je nezavisno uniformno rasporedena
izmedu 6 i 11 milja na sat.

a) Ako mozes$ da tr¢is brzinom od 10 milja na sat, koja je verovatnoca da ¢es pobeci
od zombija?

b) Koja je ocekivana brzina najbrzeg zombija?

Dve ptice lete brzinom (nezavisno jedna o drugoj) koja je uniformna izmedu 21.11i 32.3
milja na ¢as. Koja je oc¢ekivana brzina brze ptice?

Uzmimo U ~ Unif([0, 2]).
a) Naéicdfza X = U3.
b) Naci gustinu od X.
¢) Naéi E[X].
Za A ~ Exp(2), na¢i E[A3].
Pretpostavimo A ~ Exp(3), tako da A ima gustinu
fa(s) = 3exp(=3s)1(s > 0),
Ocekivanje eksponencijalne raspodele je multiplikativni inverz stope, pa je EA = 1/3.
a) Koliko je E[24 — 1]?
b) Koliko je E[exp(1.5A4)]?
c¢) Koja je gustina za 24 — 1?
Slucajna promenljiva X ima Beta raspodelu sa parametrima a i b ako ima gustinu
fx(s) =711 = )" (s € [0,1)),
a) Za X Beta sa parametrima 3 i 1, na¢i E[X].
b) Na¢i E[3X + 6].
c) Na¢i E[X?2].






Glava 12

Uslovno ocekivanje

Pitanje dana Pretpostavimo da imamo dve slucajne promenljive NV i X takve da
raspodela za X zavisi od vrednosti N. Konkretno neka N ~ Unif({1,2,3,4}) i
[X|N] ~ Unif({1,2,...,N}). To znaci E[X|N] = (N + 1)/2. Sta je onda E[X]?

Sazetak Uslovno ocekivanje E[X|Y] je prosetna vrednost slu¢ajne promenljive X
data vrednost jedne druge sl. prom. Y. Rezultat je funkcija od Y. Ako onda uzmete
prosek ove funkcije od Y preko vrednosti od Y, dobijamo nazad ukupnu prosecnu
vrednost od X. Ovaj rezultat, da je

EE[X|Y]] = E[X],

zove se i Osnovna teorema verovatnoce.
Osnovna teorema verovatno¢e moze biti koris¢ena da nam da stabla verovatnoce,
stabla ocekivanja, kao i o¢ekivanja i varijanse geometrijske slu¢ajne promenljive.

12.1  Uslovljavanje slucajnom promenljivom

U pitanju dana, nije nam direktno data raspodela od X. Umesto toga, reCeno nam je da je
raspodela X, imajuci vrednost druge slu¢ajne promenljive IV, uniformna na brojevima od 1 do N.

Ova informacija je dovoljna za izracunavanje gustine od X. Na primer, uzmite u obzir $ansu da
je X jednako 2. Posto 1 < X < N, N mora biti jednako 2, 3 ili 4 da bi se ovo desilo.

Dakle mozemo podeliti dogadaj:

PX=2)=P(X=2,N=2)+P(X =2,N=3)+P(X =2,N =4).
Svaki od njih mozemo razloziti koristeci uslovnu verovatnocu, tako da npr.
P(X =2,N=3)=P(N =3)P(X =2|N =3)=(1/4)(1/3) = 1/12.

I dobijamo

- ()0 ()6 - (- 1315

Ponavljanjem za i € {1,2,3,4} dobijamo slede¢u gustinu za X:
25 13 7 3

Ix(i) = @n(i =1)+ EM =2)+ EM =3)+ 4—8]1@' =4).

79
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Sada kada imamo gustinu, mozemo pronaci oc¢ekivanu vrednost:

25 13 7 3 84
EX|=(1)— 2)— —+4)—=—=|1. .
X] = ()% + @) +B) g + Wi =

U redu, mogli smo da resimo ovaj problem direktnim prora¢unom, ali ovo brzo postaje veoma
glomazno. Na primer, ¢ak i ako je N samo Unif({1,2,...,6}), koli¢ina posla se skoro udvostrucuje.

Za brzi metod, razmislite o pronalazenju E[X|N]. Sta ovo zna¢i? Ovo je prose¢na vrednost
X ako je dato da je vrednost N fiksna, a ne slucajna promenljiva. Obi¢no NN bi bila slucajna
promenljiva, ali ovde kazemo da nam je vrednost od N nekako poznato. U ovom slucaju, mozemo
tretirati NV kao da je to samo obi¢na promenljiva. Onda znamo da je E[X|N] = (1 4+ N)/2, jer je
[X|N] izbrano uniformno od 1 sve do N.

Primetimo da za f(n) = (1 + n)/2, ovo kaze da je

E[X|N] = f(N).

To jest uslovno ocekivanje E[X|N| je i samo funkcija od N. A funkcije slu¢ajnih promenljivih su
same po sebi sluc¢ajne promenljive.

Intuicija 4
Uslovno oc¢ekivanje E[X|Y] je nova slu¢ajna promenljiva jednaka g(Y") za neko g.

12.2  Osnovna teorema verovatnoce

U redu, mozemo da izratunamo E[X |N] = (1 + N)/2, ali kako nas to dovodi blize onome §to
zelimo, a to je E[X]? Pa, kada znamo kako prosec¢na vrednost X zavisi od N, mozemo se osloboditi
zavisnosti od /N usrednjavanjem razli¢itih vrednosti . To jest,

E[E[X|N]] = E[X],
iu nasem problemu
EX]=E[(1+N)/2] =(1+E[N])/2=(1+(1+4)/2)/2 = 1.75,

bas onako kako smo i izrac¢unali ranije!

Ovaj vazan rezultat nosi nekoliko imena, kao sto je Zakon ukupnog ocekivanja. Posto je funda-
mentalna za veliki deo verovatnoce i ukljucuje formulu uslovne verovatnoce kao poseban slucaj,
mi ¢emo je ovde zvati Osnovna teorema verovatnoce ili OTV.

Teorema 4 (Osnovna teorema verovatnoce)
Za slucajne promenljive X i Y gde su E[X] i E[X|Y] uvek kona¢ni, vazi

E[E[X|Y]] = E[X].

12.3 Stabla ocekivanja i verovatnoce

Po OTV, E[X] = E[E[X]|Y]]. Desna strana ima unutradnje ocekivanje, E[X|Y], a zatim i
spoljasnje ocekivanje oko njega. U pitanju dana, imalo je smisla izra¢unati prvo unutrasnje
ocekivanje, ali ponekad ima smisla izra¢unati prvo spoljasnje ocekivanje, pa onda unutrasnje.
Razmotrimo slede¢i primer.
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Primer 30

Pretpostavimo da kada je ekonomija dobra (Sto se desava sa verovatnocom 0.3), prose¢no
povecanje cena akcija je 20%. Kada je ekonomija umerena (Sansa 0.5), prosecno povecéanje
u ceni akcija je 5%, a kada je ekonomija losa ($ansa 0.2), prose¢no povecanje u ceni
akcija je -10%. Koje je prose¢no povecanje u ceni akcija?

Resenje Sa OTV ne moramo da znamo raspodelu cena akcija za odgovor na ovo
pitanje, dovoljna je prose¢na promena! Neka S € {1,2, 3} oznacava stanje ekonomije
(1=lose, 2=umereno, 3=dobro) i 7" promena u akcijama. Onda
E[T] = E[E[T|S]] = E[T|S = 1]P(S =1) + E[T|S = 2|P(S = 2)+
E[T|S = 3]P(S = 3)

= (0.2)(0.3) + (0.05)(0.5) + (—0.10)(0.2) = 0.065 = 6.500%|.

Ova vrsta prora¢una moze se graficki predstaviti koriscenjem stabla ocekivanja.

20%
0.3
0.5
E[T] 5%
0.2
—10%

Duz tri moguce grane stavljamo verovatnocu svake grane. Zbir tezina grana uvek treba da bude
jednak 1. Na na kraju svake grane stavljamo oc¢ekivanu vrednost ako se ta grana dogodi.

Zatim da bismo izracunali vrednost stabla ocekivanja, pomnozimo tezinu grane sa oc¢ekivanjem
na kraju grane, i sve saberemo (u ovom slucaju 6.5%).

Prisetimo se da je E(1(X € A)) = P(X € A), to jest da su verovatnoce specijalan slucaj
ocekivanja. Kada se OTV primenjuje na verovatnoce, on se Cesto naziva zakon potpune verovatnoce.

Cinjenica 36 (Zakon potpune verovatnoée)
Neka su Aj, Ao, ... disjunktni dogadaji takvi da je jedan istinit sa verovatnocom 1. Tada

P(B) = 3 P(B|A)P(4)).
i=1

Dokaz. Neka je T slu¢ajna promeljiva koja uzima vrednosti {1, 2, ...}. Konkretno, neka je 7" = i
ako je A; istinit. Tada prema OTV,

E[1(B)] = E[E[L(B)[T]]

= ZE[n(B)yT = i|P(T =)
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0

Primer 31
Nastavljajuéi na$ prethodni primer, ako verovatnoc¢a dogadaja A zavisi od vrednosti S,
onda

P(A) = P(A|S = 1)P(S = 1) + P(A|S = 2)P(S = 2) + P(A|S = 3)P(S = 3).

Graficka prezentacija onda postaje stablo verovatnoce.

P(A|S = 1)
0.3

P(A) 0-5 P(A|S = 2)
0.2

P(A[S = 3)

12.4 Ocekivanje geometrijske slucajne promenljive

Setimo se da ako su Uy, Us, . .. iid Unif([0, 1]), onda B; = 1(U; < p) proizvodi niz slu¢ajnih
promenljivih By, Bs, ... of Bern(p).

Stavise, ako dozvolimo da je G najmanja vrednost od i tako da je B; = 1, onda kazemo da G
ima geometrijsku raspodelu sa parametrom p. Razmislite o kori§¢enju OTV-a da biste pronasli E[G]
uslovljavanjem sa Bj.

Cinjenica 37
Za G ~ Geo(p), E[G] = 1/p.

Dokaz. Pogledajmo prvu Bernulijevu sluc¢ajnu promenljivu B;. Ako je By = 1, onda G = 1, ali
ako B; = 0, onda raspodela od G je jednaka onom jednom potro$enom izvlacenju plus nova
geometrijska slucajna promenljiva. To jest,

[G|B1=0]~1+4G.
Ovo moze biti provereno direktno:

P(G = i|B; = 0) = P(G = 4, By = 0)/P(B; = 0)
(1—p) "1 >1)/(1—p)
(1—p)21(3i > 1)

p
p

P1+G=i)=P(G=i-1)=p(l —p) 13 —1>0)

Sto su iste dve funkcije.
Dakle,
E(G|B; =0) =E(1+G) =1+ E(G).
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Stavljaju¢i ovo u OTV nam daje:
E(G) = E(E(G]B1))
=E(G|B; =0)P(B
(1+E(G))(1

Resavanjem po E(G) onda daje E(G) = 1/p. O

12.5 Formula uslovne verovatnoce

Na pocetku ovog poglavlja rekao sam da OTV generalizuje formulu uslovne verovatnoce. Da
bismo videli da je to ta¢no prvo primetimo da

P(AB) = E(1(AB)) = E(L(A)L(B)).

Onda prema OTV
P(AB) = E[E(1(A)1(B))[1(B))]
= E[L(A)L(B)[1(B) = 1]P(L(B) = 1) + E[L(A)L(B)[L(B) = 0]P(1(B) = 0)
=E[1(A4)[1(B) =1]P(B) + E[0|1(B) = 0]P(1(B) = 0)
= P(A|B)P(B),

$to je upravo formula uslovne verovatnoce!
Naravno, dokaz OTV-a koristi formulu uslovne verovatnoce, tako da je ovo samo vezba koja
pokazuje da je OTV opstija formula.

Zadaci
12.1 Neka su By, By iid Bern(0.3). Uzmimo idaje P(N =1) = 0.6 iP(N =2) = 0.4.

a) Nadi gustinu od

b) Na¢i E[S] koriste¢i gustinu.

¢) Na¢i E[S] koriste¢i Osnovnu teoremu verovatnoce.

12.2 Pretpostavimo da imam N ~ Unif({1,2}). Onda bacam N kockica nezavisno i sa istom
raspodelom Unif({1,2,3,4,5,6}) pa ih saberem da dobijem S. To je

[S|N = 1] = Xy, [S|N = 2] = X1 + Xo.
Ili u kompaktnijoj formi,
N
[S|N] =) Xi.
1=1
Ovde je X; ~ Unif({1,2,3,4,5,6})

a) Koja je verovatnoca da je S = 4?

b) Koja je verovatnoca da je S = 7?
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¢) Nadéi gustinu za S, fs(i) zai € {1,2,...,12}.
d) Naci E[S] koriste¢i fg(4).
e) Naci E[S] koriste¢i Osnovnu teoremu verovatnoce.
Zabava ima ili malu posecenost (20% Sanse), srednju poseéenost (40% $anse) ili visoku

posecenost (40% 3anse). Sa slabom poseéenoséu prosecan prihod je —$300, sa srednjom
$500, i sa visokom $1000.

Nacrtajte stablo ocekivanja za izracunavanje prosecnog prihoda zabave.
Liza i Bart idu u speloniranje u pecini i, nazalost, uskoro se izgube. Svaki put kada
pokusavaju da pronadu izlaz, imaju 20% Sanse da pronadu izlaz za sat vremena, 45%
povratka tamo odakle su poceli posle sat vremena, i 35% povratka tamo gde su poceli
posle tri sata.

a) Kolika je $ansa da nadu izlaz nakon ta¢no Cetiri sata?

b) Kolika je $ansa da pronadu izlaz posle ta¢no osam sati?

c) Koje je ocekivano vreme koje provedu u pecini?
Pretpostavimo da je vreme do dolaska musterije (zovimo ga 7") eksponencijalna slu¢ajna

promenljiva sa parametrom A (tako da [T'|A] ~ Exp(A).) A je slu¢ajna promenljiva
uniformna na intervalu [5, 10]. Koliko je E[T]?

Verovatnoca uspeha u eksperimentu p je modelovana kao uniformna na intervalu
[0.4,0.5]. Onda se izvrse 27 nezavisnih eksperimenata. Koji je o¢ekivani broj uspeha?
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Zajednicke gustine

Pitanje dana Neka (X7, X2) ima zajednic¢ku gustinu

fx1,x2) (71, X2) = exp(—z1 — 22)1(21, 22 > 0).

Koliko je P((X1, X3) € [0,1] x [0,2])?

Sazetak Rec¢ zajednicka se koristi kod gustina koje su dvo ili viSedimenzionalne.
Dvozdimenzione gustine se zovu bivarijantne. Verovatnoce za bivarijantne gustine
nalazimo koriste¢i dvodimenzioni integral. Tako, za A C R2:

P((X,Y) € A) :/( ) AfX,Y(:p,y) dR?.
Y

Ako je f(z1,...,x,) gustina za X1,...,X,,. Za (X,Y) sa zajednickom gustinom,
gustina svakog pojedinacnog X; moze se naci integracijom ostalih promenljivih. Za
bivarijante slu¢ajne promenljive, to znaci

re@ = [ psn@adn = [ o)
yeR
Za merljivu funkciju g : R? — R,
Elg(X1, X2)] = / 9(s1,82) f(x1,x2) (81, 52) dp
(s1,82)€ER?

Podsetimo se da je fx gustina od X u odnosu na p ako se verovatnoce nalaze integracijom u
odnosu na p. To jest,

P(X € A) = /GA fx(z)d

Kada je ;o Lebegova meral, kazemo da imamo neprekidnu sluc¢ajnu promenljivu i

/:CEA fX (a:) = /QCEA fX('T) e

85
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Kada je 4+ mera prebrojavanja #, kazemo da je X diskretna slucajna promenljiva, i

/eA () dt =3 fx(a).

z€EA

Slucajne promenljive u vise od jedne (ali ipak kona¢ne) dimenzije rade na isti nacin. Medutim,
kada integrisete gustinu, to radite preko visedimenzionalnog prostora.

U ovom poglavlju ¢emo se koncentrisati na ono sto se desava kada imate dve slucajne promenljive.
Ovu situaciju nazivamo bivarijantnom.

Definicija 37
Sluéajna promenljiva koja je tacka u R? naziva se bivarijantna.

Primer 32
U pitanju dana, (X7, X2) je bivarijantna slu¢ajna promenljiva.

Ako (Uy, Us) ~ Unif([0,1]2), onda U; i Us formiraju bivarijantnu sluéajnu promen-
ljivu.

Definicija 38
Za (X,Y), kazemo da je fx y gustina za (X,Y) u odnosu na x ako za sve A C R,

P((X,Y) € 4) = /( _ e da
z,y

Pitanje dana Za pitanje dana, ovo funkcionise kao

]P)((XLXQ) € [0, 1] X [0,2]) :/ fX1,X2(x17$2) dRQ
(z1,22)€[0,1]x[0,2]

Posto je integrand nenegativan, mozemo iskoristiti Tonelijevu teoremu da ga zapisemo kao dvo-
struki integral.

P((X1,X2) € [0,1] x [0,2]) = / / exp(—z1 — x2)1(z1, 22 > 0) dzg dxy
z1€[0,1] Jz2€]0,2]
= / —exp(—z1 — :1:2)\(2) dxy
z1€[0,1]

= / —exp(—z1 — 2) — (—exp(—r1)) dr
:L‘1€[0,1]

=exp(—x1 — 2) — eXp(—x1)|(1)

= exp(—3) — exp(—1) — (exp(—2) — exp(0)) ~ [0.5465 |

Kada se radi o diskretnim slu¢ajnim promenljivim, ovo se pretvara u zbir.



37

Primer 33
Neka (X,Y) ima gustinu fx y(z,y) = (1/37)(2> +y) zaz € {1,2,3} iy € {1,2}.
Staje P(Y =1)?

Resenje Ovo je

P(Y =1) =P((X,Y) € {(1,1),(2,1), (3, 1)}
= (1/37)[(1+ 1) + (4 +1) + (9 + 1)] = 17/37 ~[0.4594 .

Imajte na umu da ovo znaci (po komplementu) da je P(Y = 2) = 20/37. Posto su ovo jedine
dve opcije,

17 20
— L py=2==2

37’ ( ) 37

u potpunosti opisuje raspodelu od Y. Kada izra¢unamo raspodelu jedne komponente zajednicki
raspodeljenih slucajnih promenljivih, to se zove marginalna raspodela.

Definicija 39
Za slucajni vektor (X7, X2), raspodela od X ili X2 se zove marginalna raspodela.

Mozete pronaci marginalnu gustinu za odredenu promenljivu tako sto cete integraliti laznu
promenljivu za drugu slu¢ajnu promenljivu.

Cinjenica 38
Neka (X,Y") ima gustinu fx y u odnosu na y X v. Onda

fx(z) = fxy(z,y)dv, fy(y) =/ fo,y(x,y) dp.
e

yeR

Dokaz. Dabi fx bila gustina od X, mora za sve merljive skupove A da vazi,
POX € 4) = [ fr(@d
A

Postoje P(Y e R) =1,

P(X e A)=P(X €AY eR)

= / { Ixy (2, y) dV} dp
€A yeR

i tako deo unutar zagrada zadovoljava definiciju gustine od X. Argument za fy je sli¢an. O
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Primer 34
Neka (X,Y) ima gustinu fx y(z,y) = (1/37)(2> +y) zaz € {1,2,3} iy € {1,2}.
Koja je marginalna raspodela od X?

Resenje Zax € {1,2,3},

222 + 3

fx@)= Y (/370 +y) = 13D« +1) + (2 +2)] = 37

y€e{1,2}

13.1  Nezavisnost i zajednicke gustine

Nezavisnost znaci da verovatnoca realizacije vise dogadaja predstavlja proizvod svih tih dogadaja.
Na isti nacin, slucajne promenljive koje su nezavisne imaju zajednicku gustinu koja je proizvod
gustina od svih marginalnih.

Podestimo se da je ;1 x v mera proizvod ako za sve A koje su y merljive i B koje su v merljive,

(11 x V)(A x B) = p(A) x v(B).

Nase dve najcesce koris¢ene mere, mera prebrojavanja i Lebegova mera, koriste meru proizvoda u
visim dimenzijama. Zato je povrsina pravougaonika proizvod duzina stranica. Na primer,

([0, 4] % [3,5]) = £([0,4]) - £([3,5]) =4 -2 = 8.

Ako uzmem loptu iz vreée koja sadrzi jednu crvenu, jednu zelenu i jednu plavu kuglu, a zatim
bacim kocku sa Sest strana, broj mogucih ishoda je

#({red, green, blue} x {1,2,3,4,5,6}) =3-6 = 18.

Cinjenica 39

Pretpostavimo da slucajne promenljive X i Y imaju zajednic¢ku gustinu u odnosu na
meru proizvod i X v koja moze da se rastavi na deo koji ukljucuje samo jedan ulaz i
drugi deo koji ukljucuje samo drugi ulaz. To jest, ima formu

fxy(@,y) = fx(x)fy(y)

gde je fx gustina u odnosu na i, a fy je gustina u odnosu na v. Tada je fx gustina od
X, fy jegustinaod Y, a X i Y su nezavisne sluc¢ajne promenljive.

Dokaz. Nekaje fxy = fx(x)fy(y). OndaP(Y € R) = 1, tako da za bilo koji pi-merljiv skup A,
P(X€A)=P(X €AY eR)

- / Fx (@) fy (y) dv dp
zeA JyeR

- [ st [ | an
= /xeA fx(z) dp.
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Ovo je definicija §ta zapravo znaci da X ima gustinu fy. Dokaz da fy mora biti gustina od Y je
slican.
Sada nezavisnost. Neka je A p merljiv i B v merljiv. Tada

P(X €AY € B) = /eA X)) dv dy
X y

- / @ [ [ i) dv] dp

_ / @R € B) du

=P(Y € B) AfX(J:) dp

=P(Y € B)P(X € A),
dakle X i Y su nezavisne. L]

Imajte na umu da obi¢no postoji vise izbora zajednicke gustine za neprekidne slucajne promen-
ljive. Sve §to je potrebno je jedna zajednicka gustina koja moze da se napiSe kao proizvod pa da
varijable budu nezavisne.

Drugi smer takode vazi.

Cinjenica 40

Neka su X, koje ima gustinu fy u odnosu na p i Y, koje ima gustinu fy u odnosu na v
nezavisne slucajne promenljive. Onda (X, Y") ima za zajednicku gustiny f(x y(z,y) =
fx(x) - fy(y) uodnosuna p X v.

13.2  Ocekivanja zajednickih gustina
Ocekivana vrednost bivarijantnog slucajnog vektora je slicna onoj od samo jedne slucajne

promenljive.

Definicija 40
Za (X,Y) sa gustinom fx y u odnosu na , i izratunljivom funkcijom g : R? — R,

E[g(X,Y)] =/ 9(z,y) fx,y(z,y) du.

T,y

Prvo jedan diskretan primer.

Primer 35
Nake (X,Y) imaju gustinu fx y (z,y) = (1/37)(z? + y) zaz € {1,2,3} iy € {1,2}.
Koliko je E[XY]?

Resenje Posto su ovo diskretne sluc¢ajne promenljive, ovo ¢e biti suma

3 2
S w030 +y) = o =[BT )

r=1y=1

Probajmo i neprekidni primer.
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Primer 36
Neka (X1, X2) ima zajednicku gustinu

fx1,x0) (1, 2) = exp(—z1 — 22)1(z1, 22 > 0).
Naci E[XlXQ].
Resenje Integral ce biti

]E[XlXQ] = / T1X9 exp(—acl — xg)]l(acl,wg Z 0) dR2
(z1,x2)€ER2

= / x1x9exp(—x1 — T2) dR?.
120,220

U granicama integracije, integrand je nenegativan, dakle mogu se koristiti dvostruki
integrali za dobijanje

E[X1X5] = / / 2122 exp(—z1 — x2) dzg dzy =[1]
2120 J x>0

Zadaci
13.1 Uzmimo da (X, Y) ima gustinu (1/60)(z + 2y)1(z € [0,2],y € [0, 5]).

a) Naéi marginalnu gustinu za X.
b) Nac¢i marginalnu gustinu za Y.

c¢) Naé¢i E[XY].
13.2 Pretpostavimo da (X, Y’) ima gustinu (23 +4?)/150 for X € {1,2,3}and Y € {1,2,3}.

a) Naci marginalnu gustinu za X.

b) Nadi E[XY].
13.3 Neka (X,Y’) ima gustinu
fX,Y($7y) = (1/1260)$3y2]1($ € {17 2, 3})]1(y S {1737 5}

a) Dokazati da su X i Y nezavisni.
b) Koliko je P(X = 2)?
13.4 Neka (X,Y) ima gustinu
2T£ exp(—z2 — 2¢%).
Dokazati da su X i Y nezavisne. Za ovaj problem nam je korisno da znamo integral

/00 exp(—s2/2) ds = /7.

S§=—00
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13.5 Neka je (X1, X2) = (7.314,2.103). Koje su statistike poretka?
13.6 Za (Y7,Y2) = (2.3, —0.4,1.6), sta su statistike poretka za {Y;}?
13.7 Neka je (X1, X2) = (5.623,5.623). Koje su statistike poretka?
13.8 Za (U1, Uz) ~ Unif([0, 1]?), koliko je P(U; = U(y))?

13.9 Pretpostavimo da su statistike poretka X (1) = 1.3 i X(9) = 3.4. Koje moguce vrednosti
moZze imati pocetni vektor (X1, X5)?






Glava 14

Slucajne promenljive kao vektori

Pitanje dana Neka je 7' ~ Unif({1,2, 3}. Sta je standardna devijacija od T"?

Sazetak Vektorski prostori se sastoje od vektora i skalara. Sabiranjem vektora dobija
se novi vektor, a kada skalari mnoze vektore dobije se skalirani vektor. Unutrasnji
proizvodi se mogu koristiti za dobijanje norme na vektorskom prostoru. Centrirana
verzija integrabilne slu¢ajnu promenljivu X definiSe se kao X, = X — E[X]. Vazan
vektorski prostor dolazi iz skupa centriranih sluc¢ajnih promenljivih. Za ovaj vektor-
ski prostor, unutrasnji proizvod je srednja vrednost proizvoda centriranih slucajnih
promenljivih. Ovo se zove kovarijansa. Kovarijansa slucajne promenljive sa samom
sobom je varijansa, a kvadratni koren toga je standardna devijacija.

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y]
V(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?
SD(X) = \/V(X).

14.1  Vektorski prostori

Vektorski prostor se sastoji od dva tipa objekata: vektora i skalara. Ako saberemo dva vektora
dobijamo novi vektor. A ako pomnozimo skalar puta vektor, dobijemo opet novi vektor.

Tip vektora koji ve¢ina ljudi prve upozna su vektori koji mere pomeranje. Ovi prostorni vektori
se sastoje od dve tacke, repa i glave. Na primer, ako je rep (3, 2), a glava (6, 5), onda vektor izgleda
ovako.

V¥
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(3,2) nazivamo repom vektora, a (6,5) glavom vektora. Da biste dodali dva prostorna vektora,
samo postavite rep jednog vektora na vrh drugog vektora.

w
v+ w

Da bismo skalirali vektor, samo promenimo njegovu duzinu, a ako je skala negativna, takode
obrnemo njegov smer.

Primetimo da nije vazno gde ¢emo nacrtati rep prostornog vektora. Posto nas zanima samo
razlika izmedu glave i repa, to je kao da je rep uvek postavljen u pocetno mesto (0, 0).

Da bismo slucajne promenljive pretvorili u vektore, uradi¢emo nesto slicno. Da bismo centrirali
sluc¢ajne promenljive, oduzecemo ocekivanje od slu¢ajne promenljive.

Definicija 41
Za integrabilnu slu¢ajnu promenljivu X,

X, =X — E[X]

je centrirana verzija X.

Ocekivanje centrirane slucajne promenljive je 0.

Cinjenica 41
Centrirana verzija integrabilne slucajne promenljive ima ocekivanje 0.

Dokaz. Posto je E[X] konstanta, onda
E[X — E[X]] = E[X] — E[X] = 0.
[

Imajte na umu da ako su A i B slu¢ajne promenljive sa oc¢ekivanjem 0, onda je E[A + B] =
E[A] + E[B] = 04 0 = 0. To znaci da se sabiranjem dva vektora (centrirane slu¢ajne promenljive)
dobija novi vektor.

Sli¢no, za bilo koju konstantu ¢, E[cA] = cE[A] = 0, tako da mnoZenje skalarom takode vraca
vektor.

Sada, da bismo bili sigurni da centrirane sluc¢ajne promenljive formiraju vektorski prostor,
moramo da proverimo sva pravila vektorskog prostora.
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Definicija 42

Vektorski prostor je skup vektora V' zajedno sa skupom skalara S i dve operacije sa

slede¢im svojstvima.
Vektorsko sabiranje, +, takvo da (Vv,w € V')(v + w € V). Ono je asocijativno i
komutativno. Tu je nula vektor 0 takav da (Vv € V')(v + 0 = v). Postoje i inverzi,
takvida (Vo € V)(Fw € V) (v + w = 0).

2. MnoZenje skalarom, -, takvo da (Vs € S)(Yv € V)(sv € V). Ovo mnoZenje
ima jedini¢ni element 1 € S takav da (Vv)(1lv = v). Takode (Va,b € S)(Yv €
V)((ab)v = a(bv)). Distributivno je na dva nacina:

(Va € S)(Vv,w € V)(a(v+ w) = av + aw)

(Va,b e S)(Yv € V)((a+ b)v = av + bv).

Lako je proveriti da ova pravila vaze za nase centrirane sluc¢ajne promenljive.

14.2  Norme i unutrasnji proizvodi

Norma vektora meri veli¢inu vektora. Za prostorne vektore uobicajena norma je duzina vektora.
Za centrirane vektore slu¢ajnih promenljivih norma meri rasirenost, numericku meru neizvesnosti,
u promenljivim. Generalno, norma mora da zadovolji sledeca pravila.

Definicija 43
Norma vektorskog prostora uzima kao ulaz vektor i vraca nenegativan realan broj.
Zapisimo normu vektora v kao ||v||. Tada ona mora da zadovolji sledeca pravila.

1. Za svako ¢ € R i vektor v,

|ev]| = || [|v]] -

2. Za sve vektore v i w,
v+ wl|| < o]l + [lw] .

3. Za svaki vektor v, ||v|| > 0,1 ||v|| je jednaka 0 ako je v nula vektor.

Za prostorne vektore drugo svojstvo znaci da duzina stranice trougla mora biti manja od zbira
duzina druge dve stranice, pa je ovo poznato i kao nejednakost trougla.

Unutrasnji proizvod izmedu dva vektora meri koliko su oni ,u liniji” i ima uobicajena svojstva
koja povezujemo sa proizvodom, kao $to su komutativnost i distribucija. Posto u ovom kursu
koristimo samo realne brojeve, mi cemo se drzati definicije sa realnim brojevima. Malo je drugacije
za kompleksne brojeve.
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Definicija 44
Unutrasnji proizvod (z, y) slika vektore x, y u realni broj i mora da zadovolji ¢etiri
osobine. (U ovim osobinama u, v i w su vektori, a « je skalar.)
(u+v,w) = (u, w) + (v, w).
2. {(aw,w) = a(v,w)
3. (v, w) = (w,v)
(

4. (v,v) > 0 gde jednakost vazi ako i samo ako v = 0.

Kada su V = R", § = R, uobicajeni unutrasnji proizvod je skalarni proizvod vektora koji se
definise za v = (v1,...,v,) w = (w1, ..., w,) kao

n

(vyw)y=v-w= Zviwi.
i=1
Na primer, (3,2,5) - (—1,0,2) = -3+ 0+ 10 = 7.
Mozemo koristiti bilo koji unutrasnji proizvod da formiramo normu.

Cinjenica 42
Za unutrasnji proizvod, (-, -), funkcija ||v|| = (v, v) je norma.

Dokaz. Cetvrto svojstvo unutra$njih proizvoda odmah daje treée svojstvo normi.
Da bi pokazali prvo svojstvo normi, primetimo da je

(ev, ev) = (v, cv) = clev,v) = (v, v),

i uzimanje kvadratnog korena obe strane i koris¢enje V' ¢? = |c| zavrsava dokaz.
Drugo svojstvo normi (nejednakost trougla) je ekvivalentno Cinjenici o kojoj ¢emo kasnije

raspravljati pod nazivom Kogi-Svarcova nejednakost. O
Definicija 45
Zvacemo ||v|| = v/(v, v) norma unutrasnjeg proizvoda.

Za skalarni proizvod,

1/2
o] = (v-v)Y/? = (ZU) .

Ovo je isto §to i Euklidska duzina ili Lo norma vektora

14.3 Kovarijansa, varijansa i standardna devijacija

Dakle, za nas vektorski prostor centriranih slu¢ajnih promenljivih, §ta bi trebalo da bude nas
unutrasnji proizvod biti? Koristimo nesto vrlo jednostavno, srednju vrednost proizvoda od dve
sluc¢ajne promenljive. Ovo nazivamo kovarijansa. Kovarijansa (unutrasnji proizvod) izmedu dve
centrirane slucajne promenljive je

Cov(X.,Y.) = E[X.Y.].

Ako promenljive ve¢ nisu centrirane, onda ih centrirajte pre uzimanje unutrasnjeg proizvoda.
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Definicija 46
Kovarijansa dve integrabilne slucajne promenljive X i Y je

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

kada ova ocekivanja postoje.

Linearnost ocekivanja daje pojednostavljenje ovog izraza.

Cinjenica 43
Za integrabilne sl. prom. X i Y takve da je XY integrabilna,

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

Dakle, drugi nacin da se sagleda kovarijansa je da ona meri koliko je ocekivanje proizvoda daleko
od proizvoda ocekivanja.

Dokaz. Primetimo
Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y — E[Y])] = E[XY — XE[Y] — E[X]Y + E[X]E[Y].
Izvlac¢enjem konstanti i koris¢enje linearnosti dobijamo
Cov(X,Y) =E[XY] - EX]E]Y] - EX|E[Y] + E[X]E[Y]

i simplifikacijom dobijamo trazeni rezultat. O

Cinjenica 44
Kovarijansa je unutrasnji proizvod.

Dokaz. Neka su X, Y., i W, tri centrirane sl. prom., i @ € R. Tada svojstva slede iz linearnosti
ocekivanja.

1. Distributivnost:
Cov(X. 4+ Y., W,) =E[(X.+ Y. )W, = E[X W, + Y. W]
= E[X W] + E[Y.W,] = Cov(X., W,) + Cov(Ye, W,).

2. Skaliranje:
Cov(aX., Ye) = ElaX, Y.] = aE[X.Y.] = a Cov(X,, Yz).
3. Komutativnost:
Cov(X,, Y,) = E[X.Y,] = B[V, X,] = Cov(V,, X,).
4. Samo-proizvod
Cov(Xe, Xe) =E[X?] >0
jer X2 > 0.
Sad pretpostavimo da je E[X?] = 0. Za svako ¢ > 0,
E[Xc] > E[X;1(Xe > ] > E[e"1(|Xe| > )] = €*P(|Xc| > o)),
dakle za sve e > 0, P(| X | >¢) =0,iP(X,=0) = 1.
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0

Posto je kovarijansa unutrasnji proizvod, to znaci da nam daje normu unutrasnjeg proizvoda.
Ova norma se naziva standardna devijacija. Podsetimo se da je norma kvadratni koren unutrasnjeg
proizvoda slu¢ajne promenljive sa samom sobom. U verovatno¢i Cov (X, X) se naziva varijansa
slucajne promenljive.

Definicija 47

Varijansa integrabilne slu¢ajne promenljive X je V(X) = E[(X — E[X])?]. Ako je
V(X) = oo, onda mozemo reci da slu¢ajna promenljiva ima beskona¢nu varijansu, ili
da varijansa ne postoji

Ako stavimo X =Y u Cov(X,Y) = E[XY]| — E[X]E[Y] odmah dobijamo sledec¢u karakteri-
zaciju varijanse.

Cinjenica 45
Varijansa sl. promenljive X je E[X?] — E[X]? kada ova o¢ekivanja postoje.

Tada se sama norma unutrasnjeg proizvoda (kvadratni koren varijanse) naziva standardna
devijacija.

Definicija 48
Standardna devijacija slucajne promenljive sa kona¢nom varijansom je nenegativni
kvadratni koren varijanse.

Cinjenica 46
Za sl. prom. X sa kona¢nom varijansomic € R,

V(eX) = AV(X).

Dokaz. V(cX) = Cov(cX,cX) =c-cCov(X, X) = 2V(X). O

Posto je standardna devijacija norma ona je uvek nenegativna, i imamo sledec¢u ¢injenicu oko
skaliranja.

Cinjenica 47
Za sl. prom. X sa kona¢nom varijansomic € R,

SD(cX) = |¢| SD(X).

Dokaz. SD(cX) = /V(cX) = /c2V(X) = |¢|/V(X) = |¢| SD(X O
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Primer 37
Za pitanje dana

E[X?] = (1/3)(1)% + (1/3)22 + (1/3)3% = 14/3,
iE[X] = (14 3)/2 = 2. Dakle

V(X) =14/3 — 22 =2/3 = 0.6666 . . .,

SD(X) = /2/3 =[0.8164...]

Zadaci
14.1 Nekasuv = (—1,-1,2)iw = (5,2, -3).

a) Koliko je v - w?

b) Sta je ||v]|?
14.2 Uzmimodajev-w =4,v-y=6,iv-v = 10.

a) Koliko je v - (w +y)?
b) Staje 3v - (—2w)?
¢) Koliko je v/ (3v) - (3v))?

14.3 Neka je X diskretna sa gustinom fx (1) = 0.7, fx(5) = 0.2, fx(10) = 0.1.

a) Naci E[X].
b) Naéi SD[X].

14.4 Neka Y ima gustinu
fr(@) = (1/4)1 € {3,5})+ (1/6)1(i € {7,9,11}).

a) Na¢i E[Y].
b) Naéi SD(Y).

14.5 Pretpostavimo da U ~ Unif([0, 10]).

a) Sta je centrirana slu¢ajna promenljiva U,.?

b) Kolika je varijansa od U?
14.6 Neka je T' ~ Exp(3.1). Koja je standardna devijacija za T"?
14.7 Naka je (X, Y') uniformno nad
A={(z,y): x>0,y >0,z 4y <1}

Na¢i Cov(X,Y).
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14.8

14.9

14.10

14.11

14.12
14.13
14.14

14.15

14.16

GLAVA 14. SLUCAJNE PROMENLJIVE KAO VEKTORI
Pretpostavimo da (X7, X2) imaju zajednicku gustinu f(x, x,)(71,72) = (2/3)(z +
2y)1((x,y) € [0,1]?). Koja je Cov(X71, X2)?

Tacno ili neta¢no: sluc¢ajna promenljiva sa kona¢nim ocekivanjem uvek ima konac¢nu
standardnu devijaciju.

Neka su X1, Xo, X3 iid Unif({1,2,...,6}). Neka je S = inf{X;}.
a) Koja je ocekivana vrednost za S?
b) Koja je varijansa od S?

Za slucajnu promenljivu sa kona¢nim ocekivanjem g, i standardnom devijacijom o,
iskrivljenost (skewness) slucajne promenljive je definisana sa

3
skew(X) =E [(XU;:%'M)] :
a) Ako X ima iskrivljenost 3, kolika je iskrivljenost od 2.X?
b) Kolika je iskrivljenost od —2.X?
ZaT ~ Exp(1), naéi iskrivljenost od 7.
Nadi iskrivljenost od U ~ Unif([0, 1]).
Neka je Z ~ N(0, 1). Nadi iskrivljenost od Z.

Topper Building Co. trpi broj kasnjenja koji je uniforman na {0, 1,2, 3,4}. Svako ka-
$njenje kosta graditelja eksponencijalno vreme sa parametrom 0.3 mese¢no. Nadite
ocekivanje i varijansu ukupnog vremena kasnjenja.

Pretpostavimo da su X1, Xo, X3 iid uniformne nad {1,2,...,6} 1S ~ Unif({1,2, 3}).
Nacdi varijansu od
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Korelacija

Pitanje dana Neka (X, Y’) ima uniformnu raspodelu na

Q= {(07 0)’ (07 1)7 (07 2)7 (L O)v (17 1)}

Kolika je korelacija izmedu X i Y'?

Sazetak
Kosi-Svarcova nejednakost kaze da za bilo koji unutrasnji proizvod i vektore x i y,

(@,9)* < (z,2) - (y,9)-
Za slu¢ajne promenljive X i Y takve da su XY, X? i Y? integrabilne, korelacija

izmedu X 1Y je

~ Cov(X,Y)
Cor(X,Y) = SD(X)SD(Y)’

U pitanju dana, X i Y nisu nezavisne: Ako uslovimo da je X = 0 onda Y ~ Unif({0,1,2}), a
ako je X = 1,onda Y ~ Unif({0, 1}). Ili, alternativan dokaz:

P(X =1,Y = 1) = 1/5,

but
P(X =1)P(Y =1)=(2/5)(2/5) = 4/25 # 1/5.

S druge strane, one nisu potpuno zavisne jedna od druge. Znajuci vrednost X ne odreduje u
potpunosti Y, a poznavanje Y ne odreduje u potpunosti X. Dakle, Zelimo da na neki na¢in opisemo
koliko su slucajne promenljive zavisne jedna od druge.

15.1  Kosi-Svarcova nejednakost

Veoma vazna ¢injenica o unutrasnjim proizvodima i normi unutrasnjeg proizvoda je nejednakost
Kosi-Svarca.
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Kosi-Svarcova nejednakost znaci da je vrednost razlomka

(v, w)
[oll - flwll”

izmedu —11i 1. MoZda se secate sledece zanimljive ¢injenice iz geometrije. Ako je 6 ugao izmedu
v,w € R", onda
v, W
cos(6) = g,
[[o]] - [Jl]

Dakle, ako je ovaj koli¢nik na desnoj strani 1, onda je § = 0 i vektori su usmereni u istom pravcu.
Ako je odnos —1, onda 6 = 7/2, a vektori su okrenuti u suprotnim smerovima. Ako je odnos o,
onda je § = 7/4ili § = —7 /4, a vektori su upravni (ortogonalni) jedan prema drugom.

15.2  Uglovi i korelacija
Zaista nema smisla govoriti o uglu izmedu dve sluc¢ajne promenljive. Medutim, znamo iz Kosi-

Svarca da je koli¢nik
Cov(X,Y)

SD(x) sy © h

Dakle, ovoj koli¢ini dajemo ime, nazivamo je korelacija izmedu dve slucajne promenljive.

Cinjenica 48
Korelacija je izmedu —11i 1.

Dokaz. 1z Cinjenice 44, znamo da je kovarijansa unutra$nji proizvod. Tako da rezultat sledi direktno
iz nejednakosti Kosi-Svarca. O

Odgovorimo sada na pitanje dana. Za izratunavanje je potrebno pronaci vrednosti od E[X],
E[Y], E[XY], E[X?], i E[Y?]. Posto su ovo diskretne slu¢ajne promenljive, oéekivanja se mogu
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naci pomocu sume.

E[X]zé[0+o+o+1+1]:§
E[Y]zé[0+1+2+0+1]:§
E[XY]:é[0+o+o+o+1]:%
BIXY = 1040404141 =
E[Y2]=é[0+1+4+0+1]:§.

Tako
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = (1/5) — (2/5)(4/5) = —3/25
V(X) = E[X?] - E[X]* = (2/5) - (2/5)* = 6/25
V(Y) =E[Y?] -E[Y]* = (6/5) — (4/5)* = 14/25.

Stavljajuéi ovo zajedno,

-3/ -3 -
CorY) = e Ve 0273

Dakle, X i Y su u negativnoj korelaciji. To znaci da ¢e, u proseku, kada je jedan veci, drugi biti
manji od njegove prosecne vrednosti.

15.3 Nezavisnost i korelacija

Kada dve slucajne promenljive imaju korelaciju 0, kazemo da su nekorelirane.

Definicija 50
Slucajne promenljive X i Y su nekorelirane ako njihova korelacija postoji i jednaka je
0.

Ako je korelacija izmedu dve sluc¢ajne promenljive X i Y 0, to znaci da poznavanje X ne menja
prosecnu vrednost od Y. Medutim, to ne znaci da su X i Y nezavisne!
Da vidimo za$to, uzmimo

(X,Y) ~ Unif({(1,1), (1,~1), (=1,2), (=1, —2)}).

Primetimo da ako je X = londa E[Y|X = 1] = 0,iako X = —1londa E[Y|X = —1] = 0.
Dakle poznavanje X ne menja prosecnu vrednost od Y.
Direktnije:

Cov(X,Y) =E[XY] —E[X]|E[Y] = (1/4)[L — 1 — 2+ 2] — (0)(0) = 0.

Medutim, znajuéi da je X = 1 zna¢idajeY € {1,—1},aakoje X = —1londa Y € {2, -2},
tako da X i Y nisu nezavisne. Drugim re¢ima

P(X =1,Y =1) = 1/4, ali P(X = )P(Y = 1) = (1/2)(1/4) = 1/8.

Iako nije uvek tacno da su nekorelirane slu¢ajne promenljive nezavisno, vazi uvek da su nezavisne
slu¢ajne promenljive nekorelirane.
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Cinjenica 49
Ako su X i Y nezavisne i korelacija postoji, onda su one nekorelirane.

Dokaz. Neka X 1Y sa kona¢nom kovarijansom imaju gustinu fx y. Onda

E[XY] = / Ixy(z,y) du(z,y)
— [ [ x5 w) duty) duo) prema Toneliju

:/mm/h@wwww

:/hmmnww
— E[X|E[Y].

Dakle Cov(X,Y) = 0 i one su nekorelirane. O

Zadaci

15.1 Za (X,Y) ~ Unif({(0,0),(0,2), (1,2)}), naéi korelaciju izmedu X i Y.
15.2 Za (W, Z) uniformno nad {(0, 1), (1,0), (2, 2)}, naci korelaciju izmedu W i Z
15.3 Za (A, B) sa gustinom

fia,py(a;b) = (2/3)(a + 2b)1(a € [0, 1)1(b € [0,1]),

naci Cor(A, B).

15.4 Za (X,Y) sa gustinom fx y(z,y) = 2exp(—z — 2y)1(x,y > 0), na¢i Cor(X,Y).
15.5 Razmotrimo slucajne promenljive X i Y sa zajednickom gustinom

faxyy(,y) = Cexp(—z — 2y —y)1(z > 0,y > 0).

a) Naci kovarijansu izmedu X i Y numericki.
b) Naci korelaciju izmedu X i Y numericki.
15.6 Neka je

1 r+s
fixyy(r,s) = ol

. 1(r € [1,2],s €[0,1]).

a) Naci vrednost C'.
b) Naci gustinu za Y.
¢) Naéi Cor(X,Y).
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Zbir slucajnih promenljivih

Pitanje dana Neka su X ~ Unif([0,1]) 1Y ~ Exp(4) nezavisne. Koliko je V[X +Y]?

Sazetak Za bilo koje slucajne promenljive X i Y sa kona¢nim varijansama i kovari-
jansama,
VIX +Y]=V[X]+V[Y]+2Cov(X,Y).

Za konacan skup sl. promenljivih,
Y (Z V(Xi)> = V(Xi)+2) Cov(X;, X;).
i=1 i=1 i<j

Generalno, ako X i Y imaju gustine fx i fy u odnosu na p, tada fxy = fx * fy,
gde je * konvolucijski operator definisan kao

[f # g)(s /f (s — )

16.1  Varijansa zbira

Prisetimo se da je
(a+b)? = a? + b* + 2ab.

Ovo sledi iz distributivnih zakona.
Posto je varijansa samo unutrasnji proizvod vektora sa samim sobom (poput kvadrata broja),
ista formula se primenjuje na dve slu¢ajne promenljive.

Cinjenica 50
Neka X i Y imaju konacne varijanse i kovarijansu. Tada

V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2Cov(X,Y).

Dokaz. Podsetimo, Cov(X,Y') je unutrasnji proizvod izmedu X i Y. Unutra$nji proizvodi su
distributivni i komutativni, a varijansa jeste kovarijansa sluc¢ajne promenljive sa samom sobom,
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dakle

V(X +Y)=Cov(X +Y,X +Y)
= Cov(X, X) + Cov(X,Y) + Cov(Y, X) 4+ Cov(Y,Y)
=V(X)+ V() +2Cov(X,Y).

Ovaj isti argument se moze prosiriti na zbir n slu¢ajnih promenljivih.

Cinjenica 51

Neka X7, ..., X,, imaju konacne varijanse i svi parovi imaju kona¢ne kovarijanse. Onda
n n
\Y% <Z XZ) => V(Xi)+2)  Cov(X;, X;).
i=1 i=1 i<j
Konkretno ako su X1, ..., X, nezavisne, tada je varijansa zbira jednaka zbiru varijansi.

Ovo je takode poznato kao Pitagorina teorema, jer ako su dva vektora pomeranja a i b pod
pravim uglom, ondajea-b=0,1i

la+b>=(a+b)-(a+b)=a-a+b-b+2-0=|al>+]|b|>.

Dakle, ¢injenica da je za pravougli trougao duzina hipotenuze na kvadrat jednaka zbiru kvadrata
kateta, potpuno je ista kao i ¢injenica da je varijansa zbira nekoreliranih slu¢ajnih promenljivih
zbir varijansi!

16.2  Standardna devijacija uzorackog proseka

Ovo svojstvo dovodi do sledeceg rezultata o uzorackim prosecima iid slucajnih promenlji-
vih.

Cinjenica 52

Neka su X1, ..., X, ~ X iid slucajne promenljive gde X ima konac¢nu varijansu, i
g X1+...+Xn‘
n
Onda e
SD(S) = (X) .

/n

Dokaz. Posto X; ~ X, SD(X;) = SD(X) za sve i. To zan¢i

V() = V(K + -+ ()] = ) VD,

i uzimanje kvadratnog korena obe strane zavrsava dokaz. O
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16.3 Konvolucije

Neka X ~ Unif({1,2,3})iY ~ Unif({1,2,3,4,5,6}). Kakva je raspodela X + Y? Pa, znamo
daje X +Y € {2,3,...,9}, ali kako da izratunamo verovatno¢e? Sumiramo preko svih stanja
koja vode do te realizacije.

Na primer,

PX+Y=7= > PX=)PX+Y=TX=i)

1€{1,2,3}
= ) P(X=i)P(Y =7-4)
1€{1,2,3}
= (1/3)(1/6) + (1/3)(1/6) + (1/3)(1/6)
=1/6 =0.1666. ...

Uopstenije, vazi sledece.

Cinjenica 53
Neka su X i Y nezavisne, sa gustinama fx i fy u odnosu na p. Onda

Fxar (s /fx Vs — ) s /fy V(s —y) du(y).

Ovaj operator se naziva konvolucija gustina.

Definicija 51
Konvolucija realnih funkcija f i g u odnosu na meru p je

[f * gl(s /f g(s—z)d
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Primer 38
Neka su X ~ Exp(2) 1Y ~ Exp(1l) nezavisne. Koja je gustina za X + Y?

Odgovor Gustineza X iY su

fx(x) =2exp(—2x)1(z > 0)
fy(y) = exp(—y)1L(y = 0)

Konvolucijom se dobije gustina sume:
fxv (s /fX My (s —z) dz

= /Zexp(—Qx)]l(x > 0)exp(—(s—z))L(s —x >0) dx

Ako je s < 0,onda 1(x > 0)1(x < s) = 0, tako da, pretpostavimo da je s > 0. Onda

Frar(s) = / 8_0 2exp(s— ) di

2 s
- _1 exp( S — x)‘x:O

= —2[exp(—2s) — exp(—s)].

Spajanje oba slucaja za s zajedno daje

fx+y(s) = 2[exp(—s) — exp(—2s)]1(s > 0).

Uopsteno govoreci, ako X i Y nisu nezavisni, onda da bi nasli gustinu za X + Y, potrebna nam
je zajednicka gustinaza X i Y.

Cinjenica 54
Neka X i Y imaju zajednicku gustinu fx y u odnosu na proizvod mera p. Onda

fx+y (s /fXYiI?S—iL‘ dp(x /fXYs—yy)dﬂ()

Zadaci

16.1 Neka su A ~ Unif([0,1]) i B ~ Unif([0, 2]) nezavisne. Na¢i gustinu za A + B.
16.2 Pretpostavimo X ~ Unif([0,1]) 1Y ~ Exp(2). Naci gustinuza X + Y.

16.3 Pretpostavimo da su X ~ Unif({1,2,3}) 1Y ~ Unif({3,5}) nezavisne. Koja je gustina
od X +Y?

16.4 Pretpostavimo da su X 1 X5 iid Unif({1, 2, 3,4}). Na¢i gustinu od X + Y.
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16.5 Neka su R i G diskretne slu¢ajne promenljive gde je R ~ Bern(0.3) i G ~ Geo(0.6).
Tako je

fr(i) = (0.3)1(i = 1)+ (0.7)1(i = 0), fg(i) = (0.6)(0.4)'1(i € {1,2,...}.
Nadi gustinu za R + G.

16.6 Neka su X i Y nezavisne, diskretne slu¢ajne promenljive sa fx (1) = 0.2, fx(2) = 0.3
fz(3) = 0.5, dok je fy (1) = 0.5, f,(2) = 0.1, fy(3) = 0.4. Naci gustinu za X + Y.
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Funkcija generatrisa momenata

Pitanje dana Neka se A1, ..., Ay iid uniformne na {1, 2, 3}. Kolika je verovatnoéa
]P(Al +oi+ A = 20)?

Sazetak
Funkcija generatrisa sluc¢ajne promenljive X je data kao

gfx(s) = E[s"].
Funkcija generatrisa momenata slucajne promenljive X je takva funcija da je
mgf y (t) = Elexp(tX)].

Funkcija generatrisa momenata za X je dovoljna za definisanje raspodele za X. Za
X1,..., X, nezavisne,

mgf .4 x, () = mgfy, (t) mgfy, (¢)---mgfy (1)

U ovom poglavlju ¢emo nauciti o novom nacinu kodiranja raspodela verovatnoce. Ovaj metod ne
koristi verovatnoce, ve¢ umesto toga koristi ocekivanu vrednost na odredeni nacin. Prednost ovog
kodiranja je u tome $to ako znate kodiranje za konacni skup nezavisnih sluc¢ajnih promenljivih,
lako je prona¢i kodiranje za njihov zbir.

17.1  Funkcije generatrise

Poc¢nimo sa jednostavnim primerom. Neka su X i Y nezavisne slu¢ajne promenljive sa gustinama

Fx(i) =0.31(i =1)+0.31(i = 2) + 0.41(i = 3)
Fy (i) = 0.51(i = 1) + 0.51(i = —1).

Ovo znati da je P(X € {1,2,3}) = P(Y € {—1,1}) = 1. Razmotrimo problem nalaZenja
P(X +Y = 2). Postoje dva nac¢ina na koja zbir X i Y moze biti 2. lliako je X = 11Y = 1, ili ako
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je X =31Y = —1. Dakle
PX+Y=2)=P(X=1Y=1)+PX=3Y=-1)
=PX=1)PY =1)+P(X =3)P(Y = -1)
= (0.3)(0.5) + (0.4)(0.5) = 0.35.

Sada razmatramo kodiranje za X i Y koje nam govori sve o vrednostima koje uzimaju i verovat-
no¢ama sa kojima uzimaju te vrednosti. Napravite polinomski izraz od s. Koeficijent ¢ ¢lana cs’ u
polinomu bice verovatnoca da je X = . Zatim dodajmo sve zajedno.

Posto je X = 1 sa verovatnocom 0.3, po¢nimo sa sabirkom 0.3s. Verovatno¢a P(X = 2) = 0.3
daje ¢lan 0.3s5% , a P(X = 3) = 0.4 daje ¢lan 0.4s3. Sabriranje daje polinomnu funkciju:

f(s) = 0.3s +0.35* 4+ 0.4s>.

Primetimo da ova funkcija u potpunosti opisuje raspodelu od X.
Mozemo da uradimo nesto sli¢no za Y.

g(s) = 0.5s" +0.557 1.

Ogranici¢emo se na s > 0 da bi obezbedili da je sve dobro definisano.
Sada pogledajmo Sta se desava kada pomnozimo ova dva polinoma zajedno:

f(s)g(s) = (0.35 + 0.35% 4+ 0.45%)(0.55 + 0.5571)
= (0.3)(0.5)s% + (0.3)(0.5)s> 4 (0.4)(0.5)s* 4 (0.3)(0.5)s° + (0.3)(0.5)s' + (0.3)(0.5)s?
= 0.155" + 0.155 + 0.35s" +0.155% + 0.155% + 0.2s*.

Pogledajmo u koeficijent uz s2. On dolazi od zbira (0.3)(0.5) + (0.4)(0.5), posto mnozenje s's’
daje 5% kao i 5to s3s7! daje 5.

Drugim re¢ima, mnozenje kodova je rezultiralo faktorom s? koji je ta¢no ponovio nac¢in na koji
smo pronasli P(X + Y = 2). Ovo nije slu¢ajnost!

Postoji jos jedan nacin da se opise kako je ovaj polinom formiran. Ako zbrojite verovatnocu da
je X = i puta s’ za svako i, ovo je samo

E[s¥]

po nasem pravilu za ocekivanje funkcije od X. X je eksponent ovde jer je vrednost 7 u eksponentu
od s.

Definicija 52

Funkcija generatrisa® slu¢ajne promenljive X je definisana kao gf y (s) = E[s¥].

“eng. generating function

Prvo jedna jednostavna ¢injenica.

Cinjenica 55
Za bilo koju slu¢ajnu promenljivu gf y (1) = 1.

U nasem prethodnom primeru,
f(1)=03-1'403-12404-13=0.3+0.3+ 0.4,

tako da je gf (1) = 1 samo jo$ jedan nacin da se kaze da zbir verovatnoca kod slu¢ajne promenljive
mora biti jednak 1.
Drugo, znamo zasto su funkicije generatrise korisne.
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Cinjenica 56
Neka su X i Y nezavisne slu¢ajne promenljive. Tada vazi gf x - (s) = gf x (s) gfy (s).

Y

Dokaz. Neka su X i Y nezavisne. Tada za bilo koje s > 0, %X 1Y su takode nezavisni. Dakle,

E[SX+Y] — E[SXSY]

— E[s"E["],

1 gotovi smo! 0

Primer 39
Sto se ti¢e pitanja dana, posto dodajemo 10 iid kopija sluc¢ajne promenljive zajedno,
moramo pomnoziti funkciju generatrisu deset puta. To je

ng1+..,+A10 (5) — ng1 (8) e nglO (S) = ng(S)lo'
Koriste¢i Wolfram Alpha da razvijemo [(1/3)s + (1/3)s? + (1/3)s?)]'°, dobijamo

1 595 10 o 8953 99 1 49
3?8 _l’_@ BTS +...+m8 ,

i odgovor je 8953/310 =|0.1516. . . |

17.2  Funkcija generatrisa momenata

t

Posto je s > 0, mozemo reci da je s = e’ za neko ¢. Ako zapiSemo funkciju generatrisu kao

funkciju od ¢t umesto s, imamo funkciju generatrisu momenata3.

Definicija 53
Funkcija generatrisa momenata slu¢ajne promenljive X se definise kao mgf 5 (¢) =
E[exp(tX)] za sve vrednosti t gde to ocekivanje postoji.

Primer 40
Neka X ima gustinu

fx (@) =0.21(i = 3) + 0.71(i = 6) + 0.11(i = 8).

Naci funkciju generatrisu momenata za X?

Resenje Ovde je X € {3, 6,8}, tako da je funkcija generatrisa momenata jednaka

mefx(t) = Elexp(tX)] = > exp(ti) fx (i)
i€{3,6,8}

=0.2exp(3t) + 0.7 exp(6t) + 0.1 exp(8t).

3 eng. moment generating function
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Imajte na umu da se rezultati sada pojavljuju kao koeficijenti od ¢ unutar eksponencijalnih

funkcija, dok verovatnoce ostaju kao koeficijenti izvan eksponencijalnih funkcija.

Primer 41
Neka X ima sledecu funkciju generatrisu momenata

0.6 exp(—2t) 4+ 0.4 exp(4t).

Naci gustinu od X?
Resenje Da bi dobili ovu funkciju generatrisu momenata mora biti da je

fx (i) = 0.61(i = —2) + 0.41(i = 4).

Funkcije generatrise momenata nasleduju lepo multiplikativno svojstvo od funkcija genera-

trisa.

Cinjenica 57
Neka su X i Y nezavisne sa funkcijama generatrisama momenata u t. Onda

mgf v,y (t) = mgf x (t) mgfy (7).

17.3  Funkcije generatrise momenata za neprekidne slucajne promenljive

Postupak za pronalazenje funkcije generatrise momenata za neprekidne slucajne promenljive je

slican, iako ¢emo koristiti integral, a ne zbir.

Primer 42
Nac¢i funkciju generatrisu momenata za U ~ Unif([0, 1]).

Resenje Posto je U neprekidna, ako je t # 0 onda

1
Elexp(tU)] = /Rexp(ts)]l(s €[0,1]) ds :/0 exp(ts) ds

1 exp(t) — 1
— Lexp(ts)fy = ZPO=L

ako je t = 0 rezultat je 1, i dobijamo konacan odgovor

mgfy (£) ={ tll(et_l) ig

Napomena Morali smo drugacije da zapisemo nas odgovor za t # 0 it = 0. Da smo hteli, mogli
bismo ovo da napisemo za oba slucaja u isto vreme koris¢enjem razvoja u Tejlorov red. Prisetimo se

exp(t) —1=1t+t2/20 + -,

tako da je
t)—1
P =Ly o2y

t
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$to je definisano za sve ¢, ukljucujuci ¢t = 0 (gde je ta¢no jednako 1).

17.4 Kako se generisu momenti

Pa zasto se to zove funkcija generatrisa momenata? Podsetimo se da je i-ti momenat slucajne
promenljive X definisan kao E[X"]. Re¢ momenat proizilazi iz njegove upotrebe u fizici.
Razmotrite slucaj gde

mgf y (t) = 0.2exp(3t) + 0.7 exp(6t) + 0.1 exp(8t),
i uzimamo izvod u odnosu na t. Za bilo koju konstantu £,
lexp(kt)]” = k exp(kt),
tako da za mgf,
[mgf (1)) = (0.2)(3) exp(3t) + (0.7)(6) exp(6t) + (0.1)(8) exp(8t).

Sada ubacimo ¢ = 0 tako da je exp(k(0)) = 1 za svako k.
Onda
(mgf x (1)]'|t=0 = (0.2)(3) + (0.7)(6) + (0.1)(8).
Ovako nalazimo ocekivanu vrednost od X! Mnozimo vrednosti sa verovatno¢ama da se uzmu te
vrednosti. Tako

[mef x (£)]'|e=0 = E[X].

Uzmimo izvod od [mgf y (¢)]’. Tada dobijamo
[mgf ()] = (0.2)(3)% exp(3t) 4 (0.7)(6)? exp(6t) + (0.1)(8)% exp(8t).
Izracunavanje za t = 0 pretvara sve eksponencijalne sabirke u 1, tako da je
[mgf x (£)]"]t=0 = (0.2)(3)* + (0.7)(6)* + (0.1)(8)* = E[X?].

Zasto se ovo desava? Pa, pretpostavimo da bismo mogli da unesemo izvod unutar operatora
ocekivanja. To bi znacilo da

dE[exp(tX)] _ E [dexp(tX)

g o } = E[X exp(tX)].

Ako zatim ubacimo ¢ = 0, dobi¢emo E[X]. Ako diferenciramo dva puta (i opet pod pretpostavkom
da mozemo da unesemo derivat unutra operator ocekivanja) dobijamo

d*Elexp(tX)] B [dQ exp(tX)

T = 2 ] = E[X? exp(tX)].

Ovog puta ubacujemo ¢ = 0 i dobijemo E[X?], drugi momenat. Ovaj obrazac se nastavlja.

Cinjenica 58
Neka X ima funkciju generatrisu momenata definisanu na netrivijalnom intervalu koji
sadrzi t = 0. Onda je ¢-ti izvod funkcije generatrise momenata za X izracunatut = 0
jednak E[X].

Nasa ranija ilustracija koristila je diskretnu slu¢ajnu promenljivu, ali ovo takode funkcionise
savrseno dobro za neprekidne raspodele.
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Primer 43
Korsitite funkciju generatrisu momenata za U ~ Unif([0, 1]) da nadete ocekivanje i
varijasnu za U.

Resenje Setimo se da je Tejlorov red za funkciju generatrisu momenata

£ =1 i e
mgU()— +§+§+E+

Ako diferenciramo jedan put dobijamo

1 2t 3t2
£ ==+ =+ " +....
mefy () =5+ & + 5 +

Dakle [mgfy ()] |i—o = 1/2 = E[U] =[0.5000]

Diferenciranjem jo$ jedan put dobijamo

2 6t
// _— - —_— DTS
mafy () = 2 + o+
i [mgfyr(¢)]")i=0 = 1/3.
Dakle varijansa za U je jednaka (1/3) — (1/2)? = 1/12 = V(U) =|0.08333 |

Primetimo da ako koristimo mgf;;(¢) = (exp(t) — 1)/t, onda ovo nije definisano za ¢t = 0, ali
jos uvek mozemo da diferenciramo u njegovoj okolini i onda uzmemo limes kad ¢ tezi 0. Izvod je
jednak

[mgfy; (1)) = [exp(t) — 1]t~ + (exp(t) — Dt~
=t Lexp(t) -t (exp(t) — 1)
_ texp(t) —exp(t) + 1
t2 ’

§to ima limes 1/2 kad ¢t — 0. (Ovo se moze proveriti kori§¢enjem Lopitalovog pravila dva puta.)
Zadaci
17.1 Nekaje P(X = 1) = P(X = 2) = 0.5. Nac¢i mgf y(¢)?
17.2 Nadi funkciju generatrisu momenata za X sa gustinom

fx (i) =0.251(i =1)+0.61(i = 2) + 0.151(i = 3).

17.3 Neka X ima funkciju generatrisu momenata datu sa
megf y (t) = 0.1exp(10t) + 0.9 exp(—>5t).
Nac¢i gustinu za X.

17.4 Koristei funkciju generatrisu momenata dokazati da ako je X ~ Unif({0,1,2,...,n—1})
iY ~ Unif([0,1]), onda X + Y ~ Unif([0, n]).
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17.5 Neka su 7y, Zs, ..., Z, iid N(0, 1). Setimo se da za normalnu Z ~ N(0, 1), mgf ,(¢) =
exp(t?/2).
a) Koja je funkcija generatrisa momenata za 27 + Z37
b) Koja je funkcija generatrisa momenata za

D4+ T,

n

c) Koja je funkcija generatrisa momenata za

T+t T,
Voo

17.6 Naka su Uy, Uy, ..., U, iid Unif([0, 1]). Na¢i funkciju generatrisu momenata za

Ui+ +Un
e

17.7 Neka X ima sledecu gustinu:
3. 3 2
fx(r) = g(r —8r° +19r — 12)1(r € [1, 3]).

a) Naéi modus(e) za X.
b) Naci median(e) za X.
c) Naci ocekivanje od X.

d) Naci E[e!X].

17.8 Neka je X uniformna na intervalu [5, 10]. Koja je funkcija generatrisa momenata za X ?
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Normalne slucajne promenljive

Pitanje dana Neka su Z; i Z iid standardne normalne slucajne promenljive. Kolika
je verovatnoca P(Z2 > (1/2)Z1)?

Sazetak Standardna normalna raspodela ima sledecu gustinu u odnosu na Lebe-

govu meru
1 2
x) = —=exp(—x/2).
frla) = = exp(-a/2)
Pisemo Z ~ N(0, 1), posto ova sl. prom. ima oCekivanje o i standradnu devijaciju 1.
Za konstante 4 € Rio > 0, re¢i cemo da je o + 0Z normalna slu¢ajna promenljiva

sa ocekivanjem y i varijansom o2, i pisati y + 0 Z ~ N(p, 02).

18.1  Normalna raspodela

Normalnu raspodelu je uveo Gaus kao nacin uklapanja greske u prorac¢unima (istorijski gledano,
koristio ga je u pomaganju astronomima da pronadu patuljastu planetu Ceres u asteroidnom pojasu).
U svom modernom obliku, raspodela je definisana na sledeci nacin.

Definicija 54
Neka Z ima gustinu

f(z) = % exp(—22/2).

Tada kazemo da Z ima standardnu normalnu raspodelu, i pisemo Z ~ N(0, 1).

Neka je W = pu + 0Z. Tada kazemo da W ima normalnu raspodelu ili Gausovu
raspodelu sa parametrima y i 0. I pisemo W ~ N(p, 02).

Cinjenica 59
ZaW ~ N(u,0?), E[W] = pand SD(W) = 0.

Neki autori (posebno u drustvenim naukama) su ovu raspodelu takode nazvali ,zvonasta kriva".
Ovo je zaista uzasan naziv za ovu raspodelu, jer se podjednako (ako ne i vise) odnosi na simetricne
beta raspodele i Kosijevu raspodelu. To prili¢no odaje korisnika kao nekoga ko zna samo za
normalne raspodele, a ne za drugu bogatu raznolikost gustina, koja postoji u teoriji verovatnoce.
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Pri prvom pogledu na gustinu, mogli bi se zapitati $ta konstanta punog kruga 7 = 6.2831 . ..
radi tamo? Setimo se da je 7 = 27, gde je ™ konstanta polukruga. I zasto je 7 unutar kvadratnog

korena?

Da bismo odgovorili na ovu misteriju, moramo razmisliti o izvlacenju dve nezavisne normalne.
Neka su Z1, Za ~ N(0, 1) nezavisne. Sada razmislimo o transformaciji ovih Dekartovih koordinata
u polarne koordinate.

Podsetimo se da se polarne koordinate za tacku (%) € R? koriste rastojanje od koordinatnog
pocetka r i ugao u smeru suprotnom od kazaljke na satu od horizontalne ose u pravcu 6. Ovo je
jedna od onih stvari koje se lakse vide na slici:

(z,9)

Dakle, kako da transformisemo iz pravougaonih u polarne koordinate? Koristimo formulu za
rastojanje i trigonometrijska pravila da dobijemo

r=a2?419° 0= arctan(y/z).

Za nasSe slucajne promenljive dobijamo

R=2% 473, 0 = arctan(Z /7).

Sledecée pitanje koje treba postaviti je kakva je raspodela od R i . Da li su nezavisne kao Z; i Z5?
Da bismo odgovorili na ovo, potrebna nam jos jedna klju¢na ¢injenica o transformaciji polarnih
koordinata koju ste naucili kod multivarijantnih integrala.

dx dy = r dr db.
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Posto su Z; i Z nezavisne,

1
P(Z1 € dz, 2 € dy) = f7,2,(2,y) dv dy = — exp(—2?/2) exp(~y*/2) dz dy
1
= —oxp(—[a” +y7]/2) du dy
1
= —exp(—r2/2) dz dy
p

1

= —rexp(—r?/2) dr df
-

=P(R € dr,0 € df).

Primetite da se ovo faktori$e u ¢inilac koji zavisi samo od R, i ¢inilac koji zavisi samo od 6.

P(R € dr,0 € df) = E dQ] [rexp(—r?/2) dr] .

Posto je 6 € [0, 7], prvi ¢inilac je gustina uniformne na intervalu [0, 7]. Drugi ¢inilac je malo

.....

raspodela ili hi kvadrat raspodela sa dva stepena slobode. Tre¢i nacin da se misli o R je da R ~ /A
gde A ~ Exp(1/2).

Kada je raspodela od 6 uniformna i nezavisna od R, kazemo da je rotaciono simetricna.

Definicija 55
Par slucajnih promenljivih je (X, Y') rotaciono simetri¢an ako pri pretvaranju u po-
larne koordinate (R, #), § ima Unif([0, 7]) i nezavisno je od R.

Primetimo da ako dodamo fiksni ugao uglu 6, onda ¢e i dalje biti uniforman nad [0, 7| (prepozna-
juci da suugao si s+ 7 isti ugao.) U praksi to znaci da mozemo da rotiramo region koliko Zelimo
u reSavanju problema.



122 GLAVA 18. NORMALNE SLUCAJNE PROMENLJIVE

Primer 44
Pitanje dana: Za Z1, Zs ~ N(0, 1) iid, koja je verovatnoca da je Zo > (1/2)Z1?

Odgovor Oblast izgleda ovako

Ako ga malo rotiramo, izgleda ovako

Tako da
P(Zy > (1/2)Z1) =P(Zy > 0) = 1/2 ={0.5000 |.

18.2  Skaliranje i pomeranje normalnih
Neka je N ~ N(3,22), i pogledajmo 3N. Znamo da je N = 3 + 27, gde je Z standardna
normalna. Dakle
3N =3(3+4+22)=9+6Z.
Znaci,
3N ~ N(9,6%).

Cinjenica 60
Neka N ~ N(u,0?). Tada a + bN ~ N(a + by, (bo)?).

Dokaz. Posto je N = 1+ 0Z gde je Z standardna normalna,
a+bN =a+bp+0cZ)=a+bu+ (bo)Z,
odakle dobijamo odgovor. O

Drugim refima, pomerena i skalirana normalna sluc¢ajna promenljiva je druga pomerena i
skalirana normalna sluc¢ajna promenljiva!



18.3. SABIRANJE NEZAVISNIH NORMALNIH SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

18.3 Sabiranje nezavisnih normalnih slucajnih promenljivih

123

Da bismo razumeli $ta se desava kada sabiramo normalne slu¢ajne promenljive, pomaze nam da

znamo njihovu funkciju generatrisu momenata.

Cinjenica 61

Funkcija generatrisa momenata standardne normalne slu¢ajne promenljive je exp(t?/2).

Dokaz. Prisetimo se da je mgf ,(t) = Elexp(tZ)], tako da

mgf ,(t) = [ exp(tz)r /% exp(—2%/2) dz

exp(tz — 22/2)7 Y2 dz

exp(—(2% — 2t2)/2)7" Y2 dz

exp(— (2% — 2tz + 2 — %) /2)7 /2 dz

Il
NNNNN

exp(—(z — £)2/2)77 Y2 exp(—(—t?)/2) dz

= exp(t?/2) / exp(—(t — 2)%/2)77 Y2 exp(t?/2) d=

z

= exp(t?/2).

Imajte na umu da je poslednji integral 1 jer je to samo integral preko svih z gustine za N(
slu¢ajnu promenljivu, a integral gustine je uvek 1.

Cinjenica 62
Funkcija generatrisa momenata za N ~ N(u, 0?) je

mgf v (t) = explut + (02/2)t?].

Dokaz. Setimo se daza Z ~ N(0,1), p +0Z ~ N ~ N(,02). Dakle

megf y (t) = mef, ., /(1)
= Elexp((u + 0 2)t)]
= Elexp(ut) exp((ct)Z)]
= exp(ut)Elexp((0)Z)]
= exp(put) exp((at)?/2)
= exp(put + (0% /2)t%)

Cinjenica 63

Ako su 7 i Zs iid normalne slu¢ajne promenljive (N(0, 1)), tada je Z1 + Z2 ~ N(0, 2).

1)

O
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Dokaz. Funkcija generatrisa momenata za Z; + Z» je proizvod funkcija generatrisa momenata.
Tako da je

mgfy, | 7, (t) = exp(t?/2) exp(t?/2) = exp(2t*/2) = exp((v2)*/2).

Ovo je E[exp(v/2Z1)]. Drugim re¢ima, to je funkcija generatrisa momenata od Z3 = v/27;.
Prema prethodnoj ¢injenici, ovo ima N(0, 2) raspodelu . O

Ovo mozemo prosiriti na sabiranje proizvoljnog broja normalnih slu¢ajnih promenljivih.

Cinjenica 64
Zai € {1,...,n}, nekasu X; ~ N(p;, 0?) nezavisne. Tada je

n n n
ZXZ- ~ N (Zui,ZUZZ) .
i=1 i=1 i=1

Zadaci

18.1 Za standardnu normalnu Z naéi verovatnocu

P(Z € [-2,2)).

18.2 Za Zy,Z5 iid N(0, 1), na¢i P(Z; < —Z»).

18.3 Konferencija Digital Life svake godine privlaci broj polaznika koji ima normalnu raspo-
delu sa ocekivanjem 59 000 i standardnom devijacijom 10 000. Nezavisno od toga, E3
privlaci broj polaznika koji je normalno raspodeljen sa o¢ekivanjem 75 000 i standardnom
devijacijom 5 000.

a) Pretpostavimo da uprosec¢imo dva broja. Kakva je raspodela tog proseka?
b) Kolika je Sansa da je prosek dve konferencije veci od 70 000?

c) Kakva je raspodela broja onih koji pohadaju Digital Life minus broj onih koji
pohadaju E3?

d) Koja je sansa da vise ljudi pohada Digital Life nego E3?

18.4 Nekasu A ~ N(10,9), B ~ N(=5,5),C ~ N(7,2) nezavisne. Koja je raspodela proseka
ove tri slucajne promenljive?

18.5 Neka su Wy, ..., W, iid standardne normalne slucajne promenljive. Koju raspodelu ima
zbir Wi + -+ 4+ W,,?

18.6 Nadovezujuci se na prethodni zadatak, koliko je

P(Wy + -+ W, > 2v/n)
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Centralna granicna teorema

Pitanje dana Neka su U1, ..., Ujg ~ Unif([0, 1]) iid. Oceniti P(U; + - - - + Uyp > 6)
koriste¢i normalnu aproksimaciju.

Sazetak Pretpostavimo da je X1, Xo,... iid niz slu¢ajnih promenljivuh sa kona¢nim
o¢ekivanjem f i varijansom o2. Onda Centralna grani¢na teorema kaze da je

. X1+ +Xp—np _
(VGER)Q}E&P( P Sa)-P(ZSa)),

gde Z ~ N(0,1).

Kao §to je ranije navedeno, Gaus je koristio normalnu raspodelu za modeliranje gresaka u
eksperimentima. Zasto normalna raspodela radi tako dobro? Odgovor lezi u aditivhom svojstvu
funkcije generatrise momenata.

19.1 Standardizovanje sume
Setimo se da ako je E[X;] = 11 SD(X;) = o, onda je

Xy —pt+Xo—pt+ A+ Xp—p o Xo oo+ Xy —np
B o\/n B ov/n

slu¢ajna promenljiva sa ocekivanjem i 0 i standardnom devijacijom 1.
Neka je X; ~ N(u, 0?). Iz prethodnog znamo da je

S

2
X1+ -+ X, ~ N(np,no?),
i prema skaliraju¢im osobinama ocekivanja i varijanse

X1+ + Xy —np
ov/n

Razmotrimo sledeéi proces za slucajnu promenljivu X . Pretpostavimo da su X1, ..., X, iid sa
istom raspodelom kao X, i onda se X; sabiraju, njihova srednja vrednost se oduzima, a zatim se
deli njihovom standardnom devijacijom. Dobijena sluc¢ajna promenljiva ima neku (moguce novu)
raspodelu. Dakle, ovaj proces uzima raspodelu i vraca (eventualno novu) raspodelu. Ono §to gornji

~ N(0,1).

125



126 GLAVA 19. CENTRALNA GRANICNA TEOREMA

proracun kaze je da, ako se standardna normalna raspodela unese u ovaj proces, izlaz je i dalje
standardna normalna raspodela. Matematicari ovo zovu fiksna tacka.

Evo jednostavnijeg primera fiksne tacke za proces. Pretpostavimo da smatram da je unet broj x i
vraca

Primetimo da je f(\/?) =2 - % +1=v2 Drugim recima, \/§je fiksna tacka za ovaj proces.

Sada pretpostavimo da zapo¢nemo sa vrednosc¢u koja nije v/2, na primer 1. Onda je f(1) =
1—-1/2+1=23/2 Dalje f(3/2) =3/2—-9/8+1=11/8,1i f(11/8) = 183/128, i tako dalje.

Dalje je (183/128)2 = 33489/16384 = 2.044 ..., tako da 183/128 mora biti vrlo blizu v/2.
Drugim re¢ima, kako iznova i iznova primenjujemo funkciju na vrednosti x, rezultat konvergira
fiksnoj tacki sto je koren iz dva.

Ovakva vrsta ponasanja vidi se na mnogim mestima u matematici, ukljucujuci atraktore u
sistemima diferencijalnih jednacina i ergodicku teoremu u teoriji lanaca Markova. U mnogim
slucajevima, primena procesa na matematicki objekat dovodi do toga da se objekat pomeri blize
fiksnoj tacki procesa.

19.2 CGT
Ovo ponasanje fiksne tacke za normalne se manifestuje na slede¢i nacin. Po¢nimo sa slu¢ajnom
promenljivom X sa ocekivanjem 0 i standardnom devijacijom 1. Onda za X, X», ... iid X,

X1+ Xo+--+ X,
NLD

pocinje sve viSe da li¢i na standardnu normalnu $to je veéi n.

Sta ako X nema srednju vrednost 0 i standardnu devijaciju 1? Dobro, onda standardizujemo
slu¢ajnu promenljivu oduzimanjem od nje ocekivanje i deljenjem njenom standardnom devijacijom.
To dovodi do vaznog rezultata u verovatnoci koji se zove Centralna granicna teorema ili CGT.

Teorema 6 (Centralna grani¢na teorema)
Neka je X slucajna promenljiva sa ocekivanjem p i standardnom devijacijom o. Onda
za bilo koje a € R,

Xi 4+ X, —
lim]P’( Lt +An n’uga):]P’(Zga),
n—00 ov/n

gde je Z standardna normalna slucajna promenljiva.

Ovu ¢injenicu mozemo iskoristiti da aproksimiramo verovatnocu da je zbir slu¢ajnih promenljivih
manyji ili ve¢i od nekog broja.
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Primer 45
Uzmimo Uy, ..., Ujg ~ Unif(]0, 1]). Koriste¢i CGT aproksimirati verovatnocu da je
U +:---4+U;qg>T.

Resenje Da bi iskoristili CGT, prvo treba da nademo p = E[U] i = SD(U). Direkt-
nim ra¢unom dobijamo y = 1/2i0 = 1/4/12. Zapamtite da bilo $ta $to uradite na
jednoj strani nejednakosti morate uéiniti i na drugoj strani, tako da

U1+-~~+U10—10(1/2) > 7—10(1/2)
N TRV U i

%]P(ZZ 7—10(1/2)>‘

P(U1+~~'+U1027):]P’<

VI2VI0

Koriste¢i komandu pnorm u R dobijamo da je poslednja verovatnoca jednaka

0.01422.. |

Koliko je dobra ova aproksimacija? To moze biti tesko da se oceni. Postoji rezultat koji se zove
Beri-Esenova teorema, ali uprkos mnogim poboljsanjima, jos uvek nije mnogo koristan u praksi.

Danas se Centralna grani¢na teorema prvenstveno koristi kao teorijsko sredstvo, a ne praktican
metod ocene verovatnoce. Postoje mnogo bolji nacini koriste¢i Monte Karlo metode za dobijanje
ocene verovatnoce povezane sa zbirovima. U gornjem primeru, jednostavna Monte Karlo ocena
tacnog odgovora je 0.01364 £ 0.00004, tako da normalna aproksimacija ovde i nije tako losa. Ali
za slozenije probleme, CGT moze dati priblizne vrednosti, koje se razlikuju u redu veli¢ine, tako da
je zaista treba koristiti samo kao poslednje moguce sredstvo.

Ponekad se normalna raspodela pojavljuje u stvarnim podacima, ali je prili¢no retka. Izvan
veoma jednostavnih problema, vecina skupova podataka ne li¢i na normalnu raspodelu, a preterano
oslanjanje na njihovu upotrebu moze biti ozbiljan problem u nekim disciplinama. Primer za to
dolazi iz matematickih finansija, gde se smatra da je prekomerna upotreba modeliranja koris¢enjem
Gausovih modela pomogla da se doprinese finansijskoj krizi 2008. godine.

19.3 Koris¢enje CGT za diskretne slucajne promenljive

Kao teorema, CGT se podjednako dobro primenjuje na diskretne i neprekidne slu¢ajne promen-
ljive.
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Primer 46
Neka Dy, ..., Dy imaju gustinu

fp(i) =0.71(i = —1) + 0.31(i = 1).

Oceniti P(D; + - - - + Dyo > 0) koriste¢i CGT.

Resenje Ovde je ocekivanje
E[D] =0.7(—-1) +0.3(1) = —0.4

a drugi momenat
E[D? = 0.7(-1)2 + 0.3(1)%? = 1,

tako da je SD(D) = /1 — (—0.4)2 = 1/0.84. Dakle

]P’(D1+~--+D2020):P<D1+”'+D20_20(_0‘4) . (04)(20) )

v/2041/0.84 ~ V/20-0.84

Verovatnoca da je standardna normalna barem 0.4,/20/0.84 moze biti izra¢unata sa

1 - pnorm (0.4 » sqrt (20 / 0.8)), stodaje|0.02275...|

Ako za problem gore trebamo egzaktno resenje, uzmimo /N da bude broj puta kada je D; = 1.
Onda je broj puta kada je D; = —1 jednak 20 — N. Dakle

D1+ -+ Dy = N(1)+ (20 = N)(—1)

i ovo je barem 0 kada je 2N — 20 > 0 ili N > 10. Stoga je ovo Sansa da binomna slucajna
promenljiva sa parametrima 20 i 0.3 bude najmanje 10,i 1 - pbinom(9, 20, 0.3) vraca
vrednost oko 0.04796.

Razmotrite sledeci primer:

P(X =1)=03,P(X =2) =02,P(X =5) = 0.5.

Da li se CGT moze koristiti za ocenu verovatnoce da je zbir 10 iid kopija ovih slu¢ajnih promen-
ljivih najmanje 25?
Prvo nademo oc¢ekivanje
0.3(1) +0.2(2) + 0.5(3) = 2.2,

i standardnu devijaciju
sqrt(0.3(1)% + 0.2(2)% + 0.5(3)% — 2.2%) = sqrt(0.76).

Osnovna CGT ocena bila bi

X <o+ X0 —10(2.2 25 —10(2.2
]P)(X1+"-+X10225):P< 1+ Xi — 100 )> 5 —10( )>

sqrt(10 - 5.6) ~ sqrt(10 - 0.76)

25— 10(2.2) _ 25— 10(2.2)
~P|Z> > R -0.1382 .
( ~ sqrt(10 - 5.6) ~ sqrt(10 - 0.76) [0.1382]
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Nije sjajno, posto je pravi odgovor oko 0.186. Ali, postoji nacin da se uradi mnogo bolje! Rezultat
sabiranja gomile celih brojeva ¢e sam po sebi biti ceo broj. I uopsteno govoreci, povrsina ispod
normalne intervala [24.5,25.5] ¢e biti bolja u oceni verovatnoce da je sluc¢ajna promenljiva 25,
nego da uzmemo interval [25, 26]. Ovo dovodi do upotrebe ispravke polucelog broja.

Definicija 56
Za slu¢ajne promenljive X1, X, ..., X,, ispravka polucelog broja za CGT je sledece.
Za bilo koji ceo broj a,

PX1+ - 4+Xp<a)=PXi+ - +X,<a+1/2),

P(X1+ -+ Xp>a)=P(Xi+ -+ Xpn <a—1/2),

Primena ovoga na nas primer daje:

P(X1+- -+ X109 >25) =P (X1 + -+ X19 > 24.5)
_p (Xt X1 —1022) 245 —10(2:2)
B sqrt(10 - 5.6) = sqrt(10 - 0.76)

24.5 —10(2.2 24.5 —10(2.2
zP(ZZ 5 — 10(2.2) 5 — 10( )> ~|0.1822 |

sqrt(10 - 5.6) sqrt(10 - 0.76)

v

$to je mnogo blize pravom odgovoru.
Zadaci

19.1 Neka su Dy, ..., Dg iid bacanja postene Sestostrane kockice. Aproksimirati verovatnocu
daje > D; > 30 koriste¢i CGT.

19.2 Neka su Ay, ..., Ay iid Exp(2). Aproksimirati P(A; + --- + Ajg > 7) koriste¢i CGT.
19.3 Pretpostavimo da R ima gustinu
fr(r)=2r-1(r € [0,1]).
a) Koje je ocekivanje za R?
b) Koja je varijansa za R?

c) Neka si R;, Ra, ... nezavisne sl. prom. sa istom raspodelom kao R. Koriste¢i CGT,

aproksimirati
P(Ry + -+ Rioo > 70)?

d) Koje je ocekivane za R dato da je R € [0.3,0.5]?
19.4 Uzmimo da X ima gustinu
fx(x) = (3/4)2(2 — x)1(z € [0, 1]).

a) Naci E[X].
b) Naéi SD(X).
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c) Za X1, Xo, ..., X9, aproksimirati sa CGT verovatnocu P(X; + - - -+ Xo9 > 13.4).

19.5 Neka su Uy, Us, ..., Uj2 standardne uniformne slucajne promenljive (znaci uniformne
nad [0, 1]). Koriste¢i CGT aproksimirati

P(U1+"'—|—U12<7).

19.6 Neka su Ry, Ry, ..., R3p uniformne nad {1,2,3,4,5,6}. Koriste¢i CGT aproksimirati
P(Ry + -+ 4+ R3p < 100).
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Bernulijev proces

Pitanje dana Neka su By, ..., Bys identi¢ni, nezavisni pokusaji koji daju 0 ili 1, sa
verovatnocom P(B; = 1) = 0.6. Neka je S = By + - - - Bog. Kolika je verovatnoca
P(S = 16)?

Sazetak

Bernulijeva slucajna promenljivajeili 1 (sa verovatnocom p) ili 0 (sa verovatnocom
1 — p). Pisatemo X ~ Bern(p). Ona predstavlja broj uspeha jednog eksperimenta,
koji moze rezultirati ili uspehom ili neuspehom.

Bernulijev proces je niz slu¢ajnih promenljivih By, Ba, ... koje su iid Bern(p). 1z
Bernulijevog procesa mozemo stvoriti binomne, geometrijske, i negativno binom-
ske slucajne promenljive. Ako imamo n pokusaja, onda mozemo gledati na broj
uspeha kao na sumu n nezaisnih Bernulijevih slu¢ajnih promenljivih. Nazvacemo ovu
raspodelu Binomnom, i pisati X = X; + --- + X, ~ Bin(n,p). Za X ~ Bin(n,p),

P(X =k) = <Z>pk(1 —p)" (k€ {0,1,...,n}).

20.1 Bernulijeva raspodela

Pretpostavimo da imam eksperiment koji ima dva ishoda, ili uspeh ili neuspeh. Zapisujemo
uspehe koristeci 1 i neuspehe koriste¢i 0. Zatim se kaze da jedan eksperiment, jedna 1 ili O slucajna
promenljiva ima Bernoulijevu raspodelu

Definicija 57
KaZemo da X ima Bernulijevu raspodelu sa parametrom p, i piSemo X ~ Bern(p)
ako

PX=1)=p, P(X=0)=1—p.

Napomena Bernulijeve slucajne promenljive se, takode, nazivaju indikatorske slucajne promen-
ljive, posto ako je X = 1(Y € A) za bilo koju slu¢ajnu promenljivu Y, X ¢e takode biti 0 ili 1, i
stoga e imati Bernulijevu raspodelu sa p = P(Y € A).
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Cinjenica 65
Ocekivanje Bernulijeve slu¢ajne promenljive je p, a varijansa jednaka p(1 — p).

Dokaz. Za B ~ Bern(p), o¢ekivanje je p(1) + (1 — p)(0) = p, dok je varijansa
E[B?] - E[B]* = p(1)! + (1 = p)(0)* = p* = p — p* = p(1 - p).
0

Uopsteno govoreci, svaka kolekcija slucajnih promenljivih naziva se a slucajni(stohasticki) proces.
Za prvi slucajni proces koji cemo proucavati, sve promenljive imaju Bernulijevu raspodelu.

Definicija 58
Ako su By, By, ... ~ Bern(p) iid, zvatemo {B;} Bernulijev proces.

Ve¢ smo videli jednu raspodelu zasnovanu na Bernulijevom procesu, binomnu raspo-
delu.

Cinjenica 66
Neka je By, B, ... Bernulijev proces sa parametrom p i neka je n pozitivni ceo broj.
Tada

Sn = Bi +---+ B, ~ Bin(n,p).

U pitanju dana, svaki B; ~ Bern(0.6),in = 20. Dakle S ~ Bin(20,0.6), $to zna¢i

20
P(S = 16) = (16> 0.61%0.4* ~[0.03499].

Posto su Bernulijeve slucajne promenljive nezavisne, srednja vrednost i varijansa slucajnih
promenljivih se sabiraju. Ovo odmah daje sledeci rezultat.

Cinjenica 67
Neka je B ~ Bin(n,p). Onda E[B] = np, V(B) = np(1 — p).

20.2 Geometrijska raspodela

Bernulijev proces je niz nula i jedinica. Tipican ishod moze izgledati ovako
(B1, Bs,...) =000010000000110011100110011010111000010010010001 - - -

Pogledajmo poziciju u nizu gde vidimo 1. Imamo 1 na poziciji 5, poziciji 13, poziciji 14, i tako
dalje. Najmanja numerisana pozicija koja je 1 moZze se napisati pomoc¢u infimuma:

G = mf{z : Bi = 1}.

Kao $to je ranije receno u tekstu, ovu slu¢ajnu promenljivu nazivamo geometrijska sa parametrom
pipisemo G ~ Geo(p).
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Primer 47
U pitanju dana, za G = inf{i : B; = 1}, koliko je P(G = 4)?

Odgovor Dabibilo G = 4, niz mora poceti sa 0001. Svaka 0 ima verovatno¢u 1 —p da
se dogodi, a poslednja 1 ima verovatnoc¢u p. U pitanju dana p = 0.6, tako da je odgovor

(0.4%)(0.6) =[0.03840],

Cinjenica 68 (Geometrijska gustina)
Geometrijska slu¢ajna promenljiva sa parametrom p ima verovatnoéu (1 — p)i~!p da
bude jednaka ¢ za bilo koji pozitivan ceo broj i.

Napomena Postoje dve uobicajene definicije za geometrijsku sluc¢ajnu promenljivu u praksi.
Jedna je ona sto je ovde data, a u drugoj se samo racunaju 0 pre prve jedinice, sto je ekvivalentno
G — 1. Kada vidite geometrijske slucajne promenljive obavezno proverite koja je definicija u
upotrebi!

Primetimo da je Bernulijev proces bez memorije. Ovo dovodi do sledece ¢injenice o geometrijskim
slu¢ajnim promenljivim.

Cinjenica 69
Za G ~ Geo(p),ia € {1,2,...}

[GIG > a] ~a+G.

Recju, ako ¢ekamo a pokusaja a da ne vidimo 1, broj pokusaja koji nam je potreban do sledeceg
1 takode ce biti geometrijska slucajna promenljiva.

Dokaz. Ovo se pokazuje proverom da su gustine iste. Neka su a i ¢ pozitivni celi brojevi. Onda

P(G =1i,G > a)

G>a
p(1—p) M@ > a)/(1 —p)*
p(1—p) @i —a>0).

P(G=i|lG >a)=

Sli¢no tome,
Pla+G=i)=P(G=1i—a)=p(1—p) " 13i—a>0).
Posto su gustine iste, raspodele sluc¢ajnih promenljivih su iste. O

Konkretno,

[G|B; = 0] ~ [G|G > 1] ~ 1+ G.

Ranije smo ovo koristili sa Osnovnom teoremom verovatnoce da pokazemo da je E[G] = 1/p.
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Primer 48
Postena 6-ostrana kockica se baca dok se ne pojavi broj 4. Koji je potreban prosecan broj
bacanja kockice?

Odgovor Broj bacanja ¢e biti geometrijski raspodeljen sa parametrom 1/6. To je zato
Sto je to Sansa za uspeh, Sto je u ovom slucaju kada se pojavi 4. Otuda je ocekivani broj

bacanja
1 = @
/6 —

Sada za varijansu geometrijske slucajne promenljive.

Cinjenica 70
Za G ~ Geo(p), V(G) = (1 — p)/p*.

Dokaz. Po osnovnoj teoremi verovatnoce

E[G?] = E[E[G?|B1]]
=P(B; = DE[G*B; = 1] + P(B; = 0)E[G?B; = 0)
= pE[G?|B1 = 1] + (1 - p)E[G?| By = 0]
=p+ (1 -pE[(1 +G)’]
=p+(1-p)E[l+2G +G7]
=p+(1=p) +2(1 —p)/p+ (1 - p)E[G"].
Prenesimo (1 — p)E[G?] na drugu stranu da dobijemo
PE[G?] = p+ (1 —p) +2(1—p)/p
E[G?) =1+ (1—p)/p+2(1 —p)/p".
Dakle varijansa je
V(G) = E[G?] - E[G]?
=1+ (1-p)/p+2(1—p)/p* = 1/p?
=@ +p—p'+2(1-p)=1)/p* = (p+1-2p)/p* = (1 - p)/p*.

20.3 Negativna binomna raspodela

Geometrijska sluc¢ajna promenljiva sa parametrom p je prvi put kada se 1 pojavljuje u Bernulije-
vom procesu sa parametrom p. Negativna binomna sl. prom. sa parametrima k i p je k-ti put kada
se 1 pojavljuje u Bernulijevom procesu sa parametrom p.

Definicija 59
Kazemo da N ima Negativnhu binomnu raspodelu sa parametrima k i p i piSemo
N ~ NegBin(k, p) ako

N:inf{i:Bl—i—"'—i-Bi:k}.
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U binomnoj raspodeli, broj pokusaja je fiksiran parametrom n i slu¢ajna promenljiva je broj
jedinica koji se pojavljuju u prvih n izvlacenja. U negativnoj binomnoj raspodeli, broj jedinica je
fiksan, a slucajna promenljiva je broj pokusaja potrebnih da bi se dobilo k razli¢itih jedinica.

Cinjenica 71
Ako je N ~ NegBin(k, p), onda

P(N =) = (k: 11) (1 - p)ihp

Dokaz. Akoje N =ionda B; = 1iima k — 1 razlicitih jedinica koje se pojavljujuu By, ..., B;_1.
Ima (2:11) nacina da se izabere gde se jedinice pojavljuju. Svaki takav niz sadrzi k razli¢itih jedinica
i i — k razli¢itih nula, ¢ime dobijamo verovatnoéu od (1 — p)i=FpF. O

Razmotrimo N ~ NegBin(2,p). Prva jedinica se pojavljuje na poziciji G gde G; ~ Geo(p).
Onda kao da proces pocinje ispocetka, i moramo da ¢ekamo geometrijski broj puta da se pojavi
sledeca jedinica.

Cinjenica 72
Neka su G1, Ga, ..., G}, iid Geo(p). Onda

G1+ -+ Gg ~ NegBin(k, p).

Ovo odmah daje srednju vrednost i varijansu negativne binomne.

Cinjenica 73
Za N ~ NegBin(k,p), E[N] = k/p, V(N) = k(1 — p)/p*.

20.4 Iz perspektive tacaka

Umesto da pratimo Bernulijeve slucajne promenljive, mozemo samo da pratimo tacke gde su
Bernulijeve jednake 1.

Definicija 60
Za Bernulijev proces {B;}, neka je P = {i : B; = 1} nazvan Bernulijjev tackasti
proces i Cije elemente zovemo tackama.

Primer 49
Ako Bernulijev proces pocinje sa

1,1,1,0,0,1,0,1,1,0,

Prvih par tacaka su
P=11,2,3,6,8,9}.

Njihov grafik izgleda ovako

@ @
9 9
1 2

w &
1N
(831
N &
~
o @
Nl 2

10




136 GLAVA 20. BERNULIJEV PROCES

Ovaj tackasti proces ima neke osobine.

Cinjenica 74
Bernulijev tackasti proces sa parametrom p zadovoljava sledece.

1. Ako su A i B disjunktni podskupovi od {1,2,3, ...}, onda su
#(P N A)and #(P N B)

nezavisne slucajne promenljive.

2. Zasve A C {1,2,...},

E[#(P N A)] = p-#(A).

Primetimo da moZemo preinaciti nase raspodele u smislu ovih tacaka.

Cinjenica 75
Razmotrimo Bernulijev tackasti proces P = {P;, P, ...} sa parametrom p, gde je
P<P<Py<. ..

P, ~ Geo(p)

Vr > 1, P41 — P, ~ Geo(p)
P, ~ NegBin(r,p)
#(P N A) ~ Bin(#(4A),p)

Ovo proizilazi direktno iz ¢injenice da su B; iid Bern(p) slu¢ajne promenljive.
Zadaci
20.1 Neka je X ~ Bin(34,0.23). Koliko je E[X]?
20.2 Neka je W ~ Bin(10,0.2) i Y ~ Bin(10,0.3). Koliko je E[W + Y]?
20.3 Neka je G ~ Geo(0.38).

a) Koliko je E[G]?
b) Kolika je V[G]?

20.4 Pretpostavimo da bacamo postenu 6-ostranu kockicu sve dok ne dobijemo 5. Neka je T’
broj neophodnih bacanja. Koliko je E[T]?

20.5 Neka je N ~ NegBin(20,0.38).

a) Koliko je E[NV]?
b) Kolika je V[N]?

20.6 Neka je B; Bernulijev proces sa parametrom 0.4. Kolika je verovatnoc¢a da je By + - - - +
Bs =47

20.7 Neka su X ~ Bin(13,0.2) i Y ~ Bin(27,0.2) nezavisne. Koja je raspodela od X + Y?



20.4. 1Z PERSPEKTIVE TACAKA 137

20.8 Neka je B; Bernulijev proces sa parametrom 0.2.

a) Na¢i P(inf{i : B; = 1} = 4).
b) Na¢i P(inf{i : B; =0} = 4).

20.9 Neka je Y slu¢ajna promenljiva sa vrednostima u pozitivnim celim brojevimaisa E[Y] =
4.2,1[X|Y] = Bin(Y, 0.3). Koliko je onda E[X]?

20.10 Naci funkciju generatrisu momenta geometrijske slucajne promenljive sa parametrom p.

20.11 Naci E[G?] za geometrijsku sl. prom. uslovljavajuéi vredno$éu Bj i onda uzimajuéi
ocekivanje ponovo.






Glava 21

FJednodimenzioni Puasonov tackasti proces

Pitanje dana Pretpostavimo da daska duZine 2 metra ima defekte modelovane kao

Puasonov tackasti proces intenziteta A = 0.3 /metru. Kolika je verovatnoc¢a da postoje
dva ili vise nedostataka na toj dasci?

Sazetak

Konstruisati skup P koji je Puasonov tackasti proces P intenziteta \ na [0, c0)
na slede¢i nacin. Neka je Ay, Ao, ... iid niz eksponencijalnih slu¢ajnih promenljivih
sa parametrom \. Zatim postavimo

P = Al

Py = Ay + Az

Py = Ay + Az + A3

Onda postavimo P = {Py, Py, Ps,...}.

Ovo znac¢i da P; ima gama raspodelu sa parametrima i i A. Pisemo G ~ Gamma(«, [3)
ako G ima gustinu

fa(s) = N's"Lexp(—=As)L(s > 0)/T(r).

Ovde je I'(r) gama funkcija koja je jednaka (r — 1)! kada je r ceo broj, a u suprotnom
Jo© a" exp(—a) da.

Bernulijev proces By, Bo, Bs, ... gde je B; ~ Bern(p) je povezan sa Bernulijevim tac¢kastim
procesom gde je P = {i : B; = 1}.

= - O

0 0
f f
2 3

»-b()r—a
Ul + O
O\()r—a

~N + O
o + O
\O()r—l

jedno od drugog. To jest,

Ocekivani broj tacaka koji upadaju u skup A je samo broj tacaka u A puta p. Posto su B;
nezavisni, za A N B = (), broj tacaka koji upadaju u A i broja tacaka koji upadaju u B su nezavisni

139
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1. Za A, B disjunktne podskupove od {1,2,...}, #(P N A) i #(P N B) su nezavisne slu¢ajne
promenljive.

2. Za Apodskup od {1,2,...}, E[#(PNA)| =p- #(A).

Ovde su tacke ogranicene tako da leze na celim brojevima {1,2, 3, ...}. Razmislite o tome da
tacke budu bilo gde u [0, c0).

I ©

0 4.2

) )
N4 N\
6.2

9.1

Mozemo da izgradimo takav tackasti proces preko [0, 00) promenom mere u Osobini 2 sa mere
brojanja na Lebegovu meru.

Definicija 61
Kazemo da je P Puasonov tackasti proces intenziteta A na [0, c0) ako

1. Za A i B disjunktne merljive podskupove od [0, 00), #(P N A) and #(P N B) su
nezavisne slucajne promenljive.

2. Za A merljivi podksup od [0, 00), E[#(P N A)] = X - £(A), gde je ¢ Lebegova
mera.

Prisetimo se da je za Bernulijev tackasti proces P = { Py, P, ...} where P} < Py < - -,

Py ~ Geo(p)
Vr > 1, P41 — P, ~ Geo(p)
P, ~ NegBin(r, p)
#(P N A) ~ Bin(7#(A), p).
Sli¢no tome, raspodela prve tacke, raspodela razlike izmedu uzastopnih tacaka, raspodela r-te

tacke i raspodela broja ta¢aka u datom intervalu mogu se, takode, opisati i za Puasonov tackasti
proces.

Cinjenica 76
Za Puasonov tackasti proces P = {71, Ty, ...} intenziteta \ na [0, 00), gde je T} <
T2 < e

Ty ~ Exp(\)
Vr >1,Tr41 — T, ~ Exp(\)
T, ~ Gamma(r, \)
#(PNA)~ Pois(£(A) - N).

Ovde je Pois(u) Puasonova raspodela sa ocekivanjem p. DefiniSe se na sledeé¢i na-
¢in.

Definicija 62
Kazemo da X ~ Pois(u) ako ima gustinu

fx(@i) = exp(—u)'[;—;]l{i €{0,1,2...}).
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Dakle, eksponencijalna raspodela je neprekidni analog geometrijske raspodele, gama je nepre-
kidni analog negativnog binoma, a Puasonova broji tacke u neprekidnom prostoru, tamo gde
binomna broji tacke u diskretnom prostoru.

Da bismo razumeli zasto Puasonova raspodela ima oblik kakav ima, pomaze da se razmotri
pitanje dana i ono $to je poznato kao eksponencijalni prostor.

21.1  Eksponencijalni prostor i Puasonova raspodela

Neka A = [0, 2] predstavlja duzinu daske iz pitanja dana. Tada, ako je P Puasonov tackasti
proces intenziteta 0.3 na [0, c0), onda su P N [0, 2] tacke koje upadaju duzinom daske. Koriste¢i
nasu ¢injenicu,

#(PNA) ~ Pois(0.3 - 2).

Zasto ovo vazi?
Pa, P N A moze sadrzati nijednu tacku, ili 1 tacku, ili 2 tacke, i tako dalje. Prostor bez ta¢aka

je ). Prostor sa jednom tackom je ([012]). Prostor sa dve tacke je ([Oéz]), i tako dalje. Stoga je skup

tacaka P podskup od
(B 5

koji je poznat kao eksponencijalni prostor.
Podsetimo se da notacija poput ([0;2]) oznacava skup svih podskupova od [0, 2] veli¢ine i. Koja
je mera ([0;2})? Pa, mera jedne tacke iz [0, 2] je 2. Mera [0, 2]? je 22, a generalno mera [0, 2]* je 2.

Medutim, to je mera i-torki gde je redosled tacaka bitan. Da biste dobili meru podskupova kod
kojih redosled nije bitan, podelite sa brojem nacina za redosled tacaka. Ovo je i!. Na primer, vektori
(0.3,1.3) 1 (1.3,0.3) se preslikavaju na podskup {0.3,1.3}. Ako imam podskup veli¢ine 7, postoje
1! vektora koji se preslikavaju u podskup. Dakle, merimo samo podskupove veli¢ine i i to ima meru

o (2)) -5

Gde tu sad ulazi intenzitet? Pa, jedan od nac¢ina da vidimo intenzitet A je da on daje bonus faktor
za vise tacaka u skupu. Sa dva poena dobijamo faktor bonusa od A?, sa sedam poena \” i tako dalje.
Dakle, ako imamo tri tacke, oni dobijaju faktor bonusa od A2 a posto ima 23 /3!, one ukupno
doprinose
(21)°
3!

i odatle mera. Kada ovo saberemo za o, 1, 2 ili bilo koji nenegativan ceo broj tacaka, dobijamo

@Y, eV, eV,

T+ 91 31

Izgleda poznato? Ovo je upravo razvoj exp(2X) u Tejlorov red. Dakle, da se normalizuje ovaj izraz
tako da se sve zbroji na 1, mnozimo sa exp(—2M\).

To znadi da je verovatnoca da se nalazimo u delu prostora koji ima tri tacke exp(—2X)(2))3/3!.
Verovatnoéa da se nalazimo u delu prostora sa Cetiri tacke je exp(—2X)(2))* /4. I tako dalje. Ako
dozvolimo da N oznacava broj tacaka u procesu, onda upravo zato imamo raspodelu Puasona. Za
N ~ Pois(2)),

(2))°
il

1(i € {0,1,2,...}).
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Primetimo da broj 2 u pitanju dana dolazi od ¢injenice da je Lebegova mera skupa [0, 2] jednaka
2. Sa nasom notacijom £([0, 2]) = 2, dakle X - £([0,2]) = (0.3)(2) = 0.6, so P(N > 2) is
P(N>2)=1-P(N <1)
=1-P(N=1)—-P(N =0)

=1 — exp(—0.6)[(0.6)° /0! + (0.6) /11 ~[0.1219....].

Dakle, broj tacaka u PN A ima Puasonovu raspodelu sa parametrom A - £( A). Posto je srednji broj
tacaka takode \ - £(A), to znadi da je parametar Puasonove raspodele njeno sopstveno ocekivanje.

Cinjenica 77
Za N ~ Pois(u), E[N] = p.

Puasonove slucajne promenljive isto imaju i lepo svojstvo da je varijansa takode p.

Cinjenica 78
Za N ~ Pois(u), V(N) = p.

Cesto se takvi procesi koriste za modeliranje vremena dolaska dogadaja, kao $to je pristizanje
kupaca. Stoga se tacke ; procesa Cesto nazivaju vremena dolaska. Vremena izmedu dolazaka,
P; — P;_1 su Cesto se nazivaju vremena imedu dolazaka.

Ay

| | |
) S G

Kako znamo da vreme prvog dolaska ima distribuciju Exp(\)? Pa, uzmimo
P(Th > a) = P(#(PN0,a]) = 0) = exp(—Aa).

To je samo funkcija prezivljavanja eksponencijalne slucajne promenljive sa stopom .
Preostala vremena izmedu dolazaka nalaze se na sli¢can nacin.
21.2  Gama raspodela

Sada razmotrite vreme dolaska 7, T;.. Neka je s > 0. Sta se mora dogoditi za 7). da padne u mali
diferencijalni interval oko s $irine ds? To jest, sta je P(T, € ds)?
Dve stvari se moraju desiti da bi bilo 7. € ds.

1. Mora da postoji tacka u diferencijalnom intervalu oko s.
2. Uintervalu [0, s] mora biti » — 1 tacaka.
3. Ostatak prostora mora biti prazan.

Evo intuicije. Pod tim mislimo da je to razlog zasto je to ta¢no, ali se ne bi smatralo rigoroznim
dokazom! Za Puasonov tackasti proces, mali diferencijalni element oko s sadrzi ili 0 tacaka ili 1
tacku. Dakle, to je Bernuli, a znamo da je srednja vrednost A ds posto je ds mera diferencijalnog
intervala.
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Dobro, kolika je sada $ansa da interval [0, s] sadrzi  — 1 tacaka! To ima Puasonovu raspodelu sa
parametrom \s, dakle
()\S)ri 1
(r—1!

Mnozenje sa A\ ds za verovatno¢u da postoji r-ta tacka blizu s daje

exp(—A\s)

A exp(—As)s" 1

P(T, € ds) = =1

Ovo inspiriSe definiciju gama raspodele.

Definicija 63
Kazemo da X ima gama raspodelu sa parametrima « i A ako ima gustinu

* exp(—As)s® 1

1(s > 0),

gde je
I'(«) :/ exp(—s)s® 1 ds
0

i zove se Gama funkcija i normalizuje gustinu.

Cinjenica 79
Kada je k pozitivan ceo broj, I'(k) = (k — 1)L

Cinjenica 8o
Za Py < Py < --- sortirani Puasonov tackasti proces intenziteta \, P; ~ Gamma(i, \).

Napomene

+ Gama raspodelu smo motivisali razmatranjem « da je pozitivan ceo broj, ali je gama raspodela
definisana za bilo koje o« > —1.

« Zak pozitivan ceo broj, raspodela Gamma(k, \) je takode poznata kao Erlangova raspodela
po danskom matematicaru Agneru Erlangu koji je postavio veliki deo teorije redova cekanja.

Primer 50
Pretpostavimo da je P; < P» < --- sortiran Puasonov tackasti proces intenziteta 2, 5.
Kolika je $ansa da je P; € [1,2]?

Resenje Znamo da je P3 ~ Gamma(3,2.5), tako da

2 (2.5)382 =%
P(P; € [1,2)) =/ (2:5)% e;p( %) 4s ~[0.4101]

s=1

Zadaci
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21.1

21.2

21.3

21.4

21.5

21.6

21.7

GLAVA 21. JEDNODIMENZIONI PUASONOV TACKASTI PROCES

Neka je P Puasonov tackasti proces intenziteta 2, na intervalu [0, cc). Koja je raspodela
inf(P)?

Za P koji je PPP na [0, c0) intenziteta 3.2, koja je o¢ekivana vrednost od inf(P)?

Nek aje P Puasonov tackasti proces na [0, o) intenziteta 1.8, i P; = inf(P). Kolika je
verovatno¢a P(P; < 1)?

Neka je T, T5, . . . iid niz Exp(2) slu¢ajne promenljive. Neka je
N=sup{n:T+---+T, <4.1}.
Kolika je verovatno¢a P(N = 8)?

Vremena dolazaka autobusa tokom jednog sata ([0, 1]) formiraju Puasonov proces inten-
ziteta 1.4 /hr.

a) Kolika je sansa da ta¢no jedan autobus stigne u sat vremena?

b) Koliki je ocekivani broj autobusa koji stizu u sat vremena?

c) Koliki je ocekivani broj autobusa koji stizu u prvih pola sata?
Zahtevi za informacijama u Honold biblioteci tokom ispitne nedelje stizu prema Puaso-
novom procesu intenziteta 4.2 po satu.

a) Koliki je o¢ekivani broj zahteva dobijen tokom smene od Sest sati?

b) Kolika je Sansa da treci zahtev stigne pre kraja prvog sata?

c) Kolika je kovarijansa izmedu vremena treceg zahteva i vremena Cetvrtog zahteva?

d) Svaki zahtev (nezavisno) ima 5% $anse da budu neresiv. Kolika je verovatnoca da se

pojavi bar jedan neresiv zahtev u smeni od Sest sati?

Za Puasonov tackasti proces na [0, c0) intenziteta A, neka je Ny = #(P N A). Nadi
Cov(Njo,2), Njo,3))-



Glava 22

Puasonov tackasti proces

Pitanje dana Udari groma u sumu koja pokriva 3 kvadratne milje se modeluju kao da
se desavaju intenzitetom 21.2 po kvadratnoj milji koriste¢i Puasonov tackasti proces.
Koliki je o¢ekivani broj udara u celoj sumi?

Sazetak Kada su tacke u prostoru 2 tako da je broj tacaka u disjunktnim skupovima
nezavisan, a srednji broj tacaka u skupu je dat merom skupa p, tacke formiraju a
Puasonov tackasti proces. Pisemo P ~ PPP(, u).

Za A merljivi podskup od €2,

Na=#(PNA)~ Pois(u(A)).

Jedna vrsta slucajnog procesa, koji jo§ nismo razmatrali, je kada imamo prostorne podatke, koji
se sastoje od skupa tacaka izabranog ravnomerno nasumi¢no u nekom prostoru. Potreban nam je
nacin da modelujemo takve podatke, na primer:

1. Lokacije izbijanja bolesti u zajednici.
2. Nedostaci u parcetu metalnog lima.
3. Celije raka u uzorku tkiva.

Da bismo resili ovu i viSe opstih situacija, sada dajemo nasu najopstiju definiciju Puasonovog
tackostog procesa u oblasti {2 zajedno sa merom .

Definicija 64
Kolekcija tacaka P u (2 je Puasonov tackasti proces mere intenziteta ;. nad (2 (pi-
Semo P ~ PPP({2, ) ako P zadovoljava dve osobine.

1. Za A i B disjunktne merljive podskupove od Q, #(P N A) and #(P N B) su
nezavisne slucajne promenljive.

2. Za A merljivi podskup od Q, E[#(P N A)] = p(A).

Razmotrite slede¢e mere intenziteta.
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1. Bernulijev tackasti proces: Q2 = {1,2,3,...}, u(A) = p- #(A).

2. Puasonov tackasti proces intenziteta A nad[0, 00): Q = [0,00), u(A) = X - £(A), gde je ¢
Lebegova mera.

3. U pitanju dana, Q = R?, u(A4) = 21.2 - £(A).

Imajte na umu da konaé¢na vrednost 1(A) nema jedinice, posto racuna prosecan broj tacaka u
regionu A.

Primer 51

Pitanje dana Udari groma u Sumi koja pokriva 3 kvadratne milje desavaju se intenzite-
tom 21.2 po kvadratnoj milji kao Puasonov tackasti proces. Koji je ocekivani broj udara
u celoj Sumi?

Resenje Ukupno ocekivanje je mera prostora (3 kvadratne milje) puta intenzitet (21.2

po kvadratnoj milji) tj. | 63.60 |

Jednom kada znamo srednju vrednost broja tacaka u A, zapravo znamo celu raspodelu.

Cinjenica 81
Za P ~ PPP(Q, i) i A merljiv podskup od €.

Ny =#(PNA)~ Pois(u(A)).

22.1  Zbir nezavisnih Puasonovih slucajnih promenljivih

Jedna od lepih stvari u vezi Puasonovih sluc¢ajnih promenljivih je da, ako dodate dva nezavisna
Puasona, rezultat je i dalje Puasonova slucajna promenljiva!

Cinjenica 82
Neka su N; ~ Pois(1) i No ~ Pois(uz2) nezavisni. Onda N1 + No ~ Pois(u1 + p2).

Dokaz. Pretpostavimo da imamo Puasonov tackasti proces P; intenziteta 1 na [0, u1], i Py takode
PPP intenziteta 1 na (i1, 11 + po]. Primetimo da #(Py) ~ Pois(u1) i #(P) ~ Pois(pu2).

Neka je P = P; U P, kombinacija ova dva procesa. Rezultat je opet Puasonov tackasti proces
intenziteta 1 nad [0, p1 + po]. Ima broj tacaka jednak #(P; + P2) = #(P1) + #(P»). Tako da

#(P1) + #(P2) ~ Pois(u1 + p2),
prema osobinama Puasonovih tackastih procesa. 0

Podsetimo se da ako su Z; ~ N(u1,0?) i Zy ~ N(ua,03) nezavisne, onda je Z; + Z, takode
normalno raspodeljena slu¢ajna promenljiva, sa srednjom vrednoséu ji1 + p2 i varijansom o2 + o3.
Dakle, i za normalne sluc¢ajne promenljive i za Poissonove slucajne varijable, dodavanje nezavisnih
izvlacenja zajedno ostaje u istoj porodici raspodela sa odgovaraju¢im izborom parametara, da bi
srednja vrednost i varijansa odgovarali.

Za nezavisne Poissonove sluc¢ajne promenljive sa srednjim vrednostima i1 i ji2, srednja vrednost
zbira mora biti 141 + 2, a varijansa je 1 + po jer su nezavisne. Ovo se lepo uklapa sa ¢injenicom da
je zbir Puasonova slu¢ajna promenljiva sa parametrom (a tako i srednjom vrednos¢u i varijansom)
jednakim gy + po.
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22.2  Proredivanje

Razmotrite slede¢i problem.

Primer 52

Pretpostavimo da se dolasci u red desavaju prema Puasonovom procesu po stopi od 3 po
satu. Svaki dolazak nezavisno ima 40% $anse da ¢e zahtevati dugu uslugu i 60% Sanse da
zahteva kratku uslugu. Kolika je sansa da postoje bar dva duga servisa u prvom satu?

Ovo je primer problema gde se koristi pojam proredivanje. Zapamtite da stopa 3 po satu ukazuje
da smo u malom vremenskom intervalu dt, ocekivali da ¢emo imati 3 dt dolazaka. Ali, posto samo
40% tih dolazaka zahteva dug servisa, verovatnoca dolaska dugog servisa padana 3(0.4) dt = 1.2 dt.

Drugim re¢ima, ako uzmemo u obzir samo one dolaske koji zahtevaju dugu uslugu, oni formiraju

novi Poissonov proces po stopi od 1.2 po satu. Dakle, gornji primer ima odgovor jednak P(N > 2)
gde N ~ Pois((1.2)(1)).

1.2
P(N 22)=1-F(N=0)~P(N =1)=1—exp(-12) — = exp(~12) =[0.5180 ...

Definicija 65
Neka je P Puasonov tackasti proces sa merom intenziteta ;1(A). Neka f : A — [0, 1]
dodeljuje verovatnoc¢u svakoj tacki u A. Za P = {Pj,..., P,} imajmo nezavine

Bi,...,B, ~ Bern(p). Ako je P = {P; : B; = 1}, zovimo P’ proredeni Puaso-
nov tackasti procesa.

Cinjenica 83 (Proredivanje Puasonovog tackastog procesa)

Ako proredimo Puasonov tackasti proces mere intenziteta p preko A koristeéi istu
verovatnocu p za zadrzavanje svakog a € P, onda je rezultat Puasonov tackasti proces
sa intenzitetom pyu nad A.

Dokaz. Neka je P’ proredena verzija PPP-a P. Nezavisnost # (P’ N A) i #(P’ N B) za disjunktne
A i B proizilazi iz nezavisnosti #(P N A) i #(P N B).
Neke je A merljiv skup. Onda

E[#(P' N A)] = E[E[#(P' N A)[#(P N A)]]
= E[p#(P N A)]|
= pE[#(P N A)] = pu(A).

22.3 Uslovljavanje brojem tacaka

Neka su A i B disjunktni skupovi. Pretpostavimo da znamo da je tacka Puasonovog tackastog
procesailiu Aili B, to jest a € A U B. Kolika je $sansa da tacka pripada A? Nije iznenadujuce da
je sansa da se nade u A u odnosu na B jednaka meri intenziteta od A prema meri intenziteta od B.
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Cinjenica 84
Neka je a tacka PPP-a mere intenziteta y nad A U B, gde su A i B disjunktni. Onda

Pla € A) =

Primer 53
Vozovi stizu kao PPP sa intenzitetom 2 na sat. S obzirom da ta¢no jedan voz stigne u
prva tri sata, kolika je Sansa da stigne u prvom satu?

Resenje Prvisat ima meru 2(1 — 0) = 2. Preostala dva sata imaju meru 2(3 — 1) = 4.
Dakle, sansa da voz stigne u prvom satu je

=13 =[03m]

Stavise, sve tacke PPP-a u neprekidnom prostoru su nezavisne jedna od druge.

Cinjenica 85
Neka je P = {Py,..., Py} PPP nad A. Onda su P, ..., Py nezavisne slucajne pro-
menljive.

Posto svaki voz stize nezavisno, broj dolazaka koji upada u odredeni region ima¢e binomnu
raspodelu.

Cinjenica 86
Neka je P = {P,..., P,} PPP nad A mere intenziteta 1. Za B koji je merljiv podskup
od A, dat broj tacaka u PPP:

[#(P 0 B)|#(P)] ~ Bin(#(P), u(B)/p(A))-

Primer 54
Nastavljajuci poslednji primer, ako ima tacno tri voza u prva tri sata, kolika je Sansa da
tacno jedan stigne u prvom satu?

Resenje Svaki od ova tri voza je nezavisan, tako da je broj vozova u prvom satu
N[O,l] 2 Bln(3, 1/3), i

B(No =3) = (1) 1/3)' /3" = 4/9 = [0 ...]

Zadaci

22.1 Neka su N; and N; nezavisne Puasonove sluc¢ajne promenljive sa ocekivanjima 2 i 3
respektivno. Kolika je $ansa da je N1 + Ny = 5?
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22.2

22.3

22.4

22.5

22.6

22.7

22.8

Neka su Ny, ..., Njg Puasonove slucajne promenljive sa ocekivanjem 0.5. Kolika je
$anda da je njihov zbir veci od 1?

EPA lokacije za ¢i¢enje u okrugu su modelovane kao PPP sa stopom \ = 3/mi.
a) Ako region ima povrsinu od 9 kvadratnih milja, koliki je o¢ekivani broj mesta za
¢is¢enje?
b) Ako se zna da region ima najmanje 25 lokacija za ¢iScenje, kolika je Sansa da

ima najmanje 30 takvih lokacija? (Verovatno Zelite da koristite racunar da ovo
izraCunate.)

Epidemioloski model pokriva grad veli¢ine 4 kvadratne milje. Pretpostavimo da u tom
modelu epidemije bolesti izbijaju prate¢i Puasonov tackasti proces intenziteta 10 po
kvadratnoj milji.

a) Koliki je srednji broj zarazenih u gradu?

b) Pomocu rac¢unara pronadite verovatnocu da je zarazeno vise od prose¢nog broja.

c¢) Koliki je srednji broj zarazenih u okolini veli¢ine 2.3 kvadratne milje?

Pretpostavimo P ~ Pois([0, 2], A - £), gde je A > 0 konstanta i £ Lebegova mera. Ako je
Nig29) = 10, koja je 3ansa da je Ny ;] = 47

Borovi u sumi su modelovani kao Puason tackasti proces intenziteta 15.4 po kvadratnom
kilometru. Pretpostavimo da je Suma podeljena na dva dela, nagib veli¢ine 14 kvadratnih
kilometara i ravan region veli¢ine 23.1. Pretpostavimo da u Sumi ima 597 borova.

a) Koliki je prosecan broj stabala na padini?
b) Kolika je Sansa da ima vise od prosecnog broja stabala na padini?
Izbijanje bolesti je modelovano kao Puasonov tackasti proces intenziteta 2.3 po kvadratnoj
milji.
a) Ako je grad povrsine 3 kvadratne milje, kolika je Sansa da ima tacno 6 Zzarista
bolesti?

b) Pretpostavimo da je deo grada zapadno od reke 1.2 kvadratne milje (ostavljajuci 1.8
kvadratnih milja isto¢no od reke). Ako postoji tacno 8 Zarista Sirom grada, kolika je
Sansa da ih je najmanje 3 na zapadnoj strani reke?

Defekti celi¢nog lima su modelovani kao da se javljaju 6.1 po kvadratnom metru. Ako
ima 23 defekta na listu veli¢ine 4 kvadratnih metara, kolika je Sansa da deo veli¢ine jedan
kvadratni metar ima ta¢no 6 nedostataka?






Glava 23

Zajednicke gustine u visim dimenzijama

Pitanje dana Pretpostavimo da (X7, X5, X3) ima zajednic¢ku gustinu

f(X17X27X3)($1,$2,£E3) = (1/3)[%1 + 219 + 3:[3]]1(1‘1,1'2,1'3 € [0, 1]),

inaci E[X1X2X3]

Sazetak Slucajni vektor (X1,..., X)) ima gustinu fx,  x, u odnosu na meru s
ako za sve dogadaje A,

P(X1,...,X,) € A) = / Ixix, (@1, ) dp
(z1,....xn)€A

Naci marginalne raspodele za visedimenzione integrale.

sz<xl) =

T1yeesTi—1,Ti4 15,80 ) ER™T

Naci ocekivanu vrednost neke funkcije promenljivih:

E[g(Xl, e ,XN)] = / g($1, P 7xn)fX1,...,XN (1‘1, e ,$n) du.

23.1  NalazZenje verovatnoca

Podsetimo se da se gustine koriste za izracunavanje verovatnoca i za nalaZenje ocekivane
vrednosti. Zajednicke gustine u visim dimenzijama takode. Isti metod vazi i za pronalazenje
verovatnoca.

Cinjenica 87
Za A merljivi podskup od R, i (X7, ..., X,,) sa zajednickom gustinom fx,  x

n?’

P(X1,...,X,) € A) = / Ixi,x, (@1, 2n) dpa
(z1,....xn)EA
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Primer 55
Neka (X7, X2, X3) imaju gustinu

fx1, X0, x35) (%1, 22, 23) = (1/3)[21 4 222 + 3231 (21, 72, 23 € [0, 1])

u odnosu na Lebegovu meru. Treba na¢i P(max{ X1, X9, X3} < 0.5).

Resenje Dogodaj {max{X;, X2, X3} < 0.5} je jednak {X; € [0,0.5], Xy €
[0,0.5], X3 € [0,0.5]}. Dakle, integral je

(1/3)[x1 4 222 + 3x3] dR3 = 1/16 =[0.06250 |.

/:171E[0,0.5],I2€[0,0.5],I3E[0,0.5]

23.2  NalaZenje ocekivanja

Ocekivane vrednosti se takode tretiraju na isti nacin kao i ranije, Zakonom nesvesnog statisticara:

Cinjenica 88
Za slucajne promenljive (X1, ..., X,,) sa zajednickom gustinom f(xi,...x,) W odnosu
na p, ako E[g(X1, ..., X,)] postoji, onda

Elg(X1,...,Xpn)] = / (81, 8n) fx1,. X, (815, Sn) dt.
(S15e-ey8n)ER™

Ovo se moze koristiti za reSavanje pitanja dana!
Pitanje dana Koriste¢i Zakon nesvesnog statisticara,

E[X; X5X3] = / 21mow3(1/3) [ + 220 + 3231 (21, 2, 25 € [0, 1]) dR?

(z1,x2,73)ER3

z122x3(1/3)[x1 4+ 229 + 3x3] dR?

/5616[0,1],I2€[0,1],x3€[0,1}

=1/6=[0.1666.....]

23.3 Test nezavisnosti

Zapamtite da su za bivarijantne slucajne promenljive, slucajne promenljive nezavisne ako je
zajednicka gustina proizvod marginalnih gustina. Isto vazi i za slucaj vise dimenzije.

Cinjenica 89 (Nezavisnost znaéi da je zajednicka proizvod graniénih gustina)
Uzmimo slucajne promenljive X7, . .., X,, gde svaka X; ima gustinu fx, u odnosu na ;.
Onda su {X;} nezavisne ako i samo ako je [[?"_; f; zajednicka gustina {X;} u odnosu
na meru proizvod X7 (i;.

Cinjenica 9o
Ako se zajednicka gustina f for X7, ..., X, ras¢lanjuje u proizvod n gustina, onda su
X, nezavisne.
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Primer 56
Pretpostavimo da X1, ..., X,, imaju zajednicku gustinu
n
fxioox,(81,...,8 —exp< Zs,) (81,.-.,8n > 0).
=1

Pokazati da su X; nezavisne.

ResSenje Posto je

fix.. ,X)Sla---, Hexp —si)1(s; > 0).

Zapamtite da, da bismo pokazali da slu¢ajne promenljive nisu nezavisne, sve §to nam je potrebno
su dogadaji gde verovatnoca da se dogadaj desi nije proizvod pojedinac¢nih dogadaja.

Primer 57
Neka (X1, X2, X3) imaju gustinu

fx1,x0,x3) (%1, T2, 23) = (1/3)[21 + 222 + 3231 (21, 72, 23 € [0, 1])

u odnosu na Lebegovu meru. Pokazati da X; nisu nezavisne.

Resenje U jednom predasnjem primeru pokazali smo da

P(X; € [0,0.5], X5 € [0,0.5], X3 € [0,0.5]) = 1/16.

Medutim,
P(X; € [0,0.5]) = / (1/3)(x1 + 229 + 3x3) dR® = 11/24,
[0,0.5]x[0,1] x[0,1]
P(X, € [0,0.5]) = / (1/3)(z1 + 229 + 3x3) dR3 = 10/24,
[0,1]%[0,0.5] x[0,1]
P(X5 € [0,0.5]) = / (1/3)(z1 + 222 + 3x3) dR® = 9/24,
[0,1]x[0,1]%[0,0.5]

1(11/24)(5/24)(9/24) = 55/768 = 0.0716 . . . §to nije jednako 1/16 = 0.0625.

23.4 NalaZenje marginalnih

Da bi nasli marginalnu gustinu slucajne promenljive, moZemo skroz integraliti drugu promenljivu.
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Primer 58
Neka (X7, X2, X3) imaju gustinu

fx1, X0, x35) (%1, 22, 23) = (1/3)[21 4 222 + 3231 (21, 72, 23 € [0, 1])
u odnosu na Lebegovu meru. Na¢i gustinu od Xj;.
Resenje
P(X;€ A)=P(X; € A, X2 € R, X3 € R)

2 3
/ / Ty 2T F xg]l(ail, x2,x3 € [0, 1]) drg dxo dxq
m1€A ro€R ngR

3

9 3/2)22 |
/ / z123 + 22223 + (3/2)73 1(z1, 22 € [0,1]) dog dxy
z1€A Jx2€R E 0

/ / (1/3)[z1 + 22 + 3/2)|1 (21 € [0,1]) dp dz
1 €A Jx2€[0,1]

/ A(1/3)[x1m2 + 22 4 (3/2) 2] |31 (1 € [0,1]) day
:/ A(1/3)[x1 +5/2]1(z1 € [0,1]) dz;.

Dakle gustina od X; mora biti

fx, (331) = (1/3)[%1 = 5/2]]1(%1 € [0, 1])

Zadaci
23.1 Neka (X7, X7, X3) ima zajednic¢ku gustinu
f(Xl,...,Xn) x (z1 4+ z2) (21 + 23) (2 + 23)L((21, 22, 23) € [0, 1]3).

a) Naci normalizovanu gustinu.
b) Na¢i marginalnu gustinu od X;.

c) Naci ocekivanje od Xj.
23.2 Neka je (X1, X2, X3) ima zajednic¢ku gustinu
f($1, T2, 123) = (.Z‘l + x9 + Z’g)]l(xl, T9,x3 € [0, 1])

a) Naéi marginalnu gustinu od X;.

b) Naci COV(Xl, Xg).
23.3 Neka X7, ..., X,, imaju zajednicku gustinu
(1/10)"1((z1, . .., zn) € [0,10]").

Pokazati da su X; nezavisne.
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23.4 Neka su 71, Zs, Z3 iid standardne normalne sluc¢ajne promenljive. Na¢i njihovu zajed-
nicku gustinu.

23.5 Neka X iY imaju zajednicku gustinu
f(X,Y) (I, y) = (3/4)$y2]1($ € [07 1])]1(y € [07 2])
Pokazati da su X 1Y nezavisne.

23.6 Neka X iY imaju zajednicku gustinu

fxr(@y) = (2/3)(z +2y)L(z € [0,1],y € [0,1]).
a) Na¢i P(X < 0.5).
b) Naéi P(Y < 0.5).
¢) Na¢i P(X <0.5,Y <0.5).

d) Dokazati da X i Y nisu nezavisne.
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Bajesovo pravilo za gustine

Pitanje dana Lek snizava holesterol za 20 ili vise jedinica sa nepoznatom verovat-
nocom p. Statisticar modelira p ~ Unif([0, 1]) i pojedince kao nezavisne Bernulijeve
slu¢ajne promenljive. U studiji na 17 pojedinaca, lek je bio efikasan kod 4 njih. Uslo-
vljeno ovom informacijom, koja je nova raspodela za p?

Sazetak Neka X and X5 imaju zajednicku gustinu fx, x, (1, z2). Bajesovo pravilo
za gustine je tada

f[Xllxzzm](-’Bl) = f[X2|X1}21((9;22))fX1 (xl)‘

Podsetimo se tog Bajesovog pravila za dogadaje pozitivne verovatnoce koje nam omogucava da
okrenemo uslovljavanje. Ako znamo raspodelu X datog Y, onda nam Bajesovo pravilo dozvoljava
da odredi I dato X. Pravilo kaze (za P(Y € B) nenegativne),

P(Y € B|X € A)P(X € A)

P(X € AlY € B) = P(Y € B)

Kada radimo sa dogadajima tipa { X = s}, za neprekidne funkcije to ¢e biti 0. Tako da umesto
toga posmatramo dogadaj { X € ds}, dogadaj da je X u infinitezimalno malom intervalu oko s.
Kada uslovljavamo, {X € ds} i {X = s} su isti: znanje da smo proizvoljno blizu s i ta¢no u s
nam daju istu informaciju. Ali, kad ho¢emo da nademo P(X € ds), znamo da je to fx(s) ds, dakle

157



158 GLAVA 24. BAJESOVO PRAVILO ZA GUSTINE

infinitezimalno malo, ali ipak ne-nula. Ubacivaje Bajesovog pravila onda daje:

fxy=y(z) de =P(X € dz|Y =y)

=P(X € dz|Y € dy)

P(X € dz,Y € dy)

P(Y € dy)

P(Y € dy|X € dz)P(X € dz)
B P(Y € dy)
~ fyix=2(y) dy fx(x) dz
B fy(y) dy
_ fyix=e ) fx () do
a fr(y)

Gore navedeno nije matematicki dokaz (ne mozete samo da ponistite dy termine bez opravdanja
u formalnom dokazu), ali se moze uciniti preciznim, a sledeci rezultat vazi za gustine.

Teorema 7 (Bajesovo pravilo za gustine)
Neka X ima gustinu fx a Y gustinu fy (ne nuzno u odnosu na istu meru.) Onda za y
takvo da fy (y) > 0,

Ixy=y(z) = fY|X=f9;(zJ;)fX($).

Neke napomene!

« Teorema kaZe da rezultati vaze ¢ak i ako gustine nisu u odnosu na iste mere. Konkretno,
jedna od slucajnih promenljivih moze biti diskretna, a druga neprekidna, i rezultat i dalje
vazi.

« Ako ne znate fy (y), ovaj rezultat kaze da je

fX\Y:y(x) X fY|X=x(y)fX(95)-

Prisetite se da o< ovde znaci proporcionalno, $to znaci da postoji faktor koji ne zavisi od x (ali
moze zavisiti od y) mnoZenjem desne strane da se napravi nejednakost. Kako pronadi taj
faktor? Zapamtite da je leva strana gustina, pa ako integrisemo obe strane u odnosu na z, to
bi trebalo da bude jednako 1. To nam omogucava da pronademo konstantu.

« Statisticari poCetnu raspodelu od X, pre ucenja vrednosti Y, nazivaju priornom. Gustina od Y’
dato X naziva se verodostojnost, a raspodela od X nakon saznanja vrednosti Y je posteriorna.
Dakle, Bajesovo pravilo za gustine se mozZe napisati sa manje formalnim zapisom kao

posteriorna gustina o priorna gustina - verodostojnost.

Pitanje dana. Hajde sada da ilustrujemo ove ideje sa pitanjem dana. Na pocetku, p ~ Unif([0, 1]).
Ovo je priorna raspodela za p. To zna¢i f,,(t) = 1(t € [0, 1]).

Zatim, neka /N oznacava broj osoba za koje je lek radio. Onda znamo da posto su ispitivanja bila
nezavisna, da tada [N'|p] ~ Bin(17, p). To zna¢i da [N |p| ima gustinu

Poipati) = (] )= 01 € 0,17
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Dakle,
fp|N:i(t) 8 fp(t)fN|p:t(i)
17\ . .
=1(t € [0,1]) < ; > A =t)"""1({i € {0,...,17})
oc I(t € [0, 1])t7(1 — )17
Posto je binomni koeficijent 17 nad ¢ i 1(i € {0, ..., 17}) ne zavise od ¢, apsorbuju se u konstantu
proporcionalnosti.

Sada, da bismo pronasli konstantu proporcionalnosti, integralimo rezultat u odnosu na ¢ koriste?i
podatke da je N = 4:

C
1:0/ A -1 e o1 dt:C’/ -t dr = ——
. (1—1) (t€10,1]) o (1—1) 19810

i dakle C' = 42840.

Otuda je konaéna raspodela

Foin=a(t) = 42840t1 (1 — ) 1(¢ € [0, 1]).

U stvari, nismo morali da radimo integraciju da smo prepoznali da je ovo Beta raspodela sa
parametrima 5 i 14. Dakle,

[p|N = 4] ~ Beta(5, 14).

bi takode bio prihvatljiv odgovor.
Imajte na umu da je Unif([0, 1]) = Beta(1, 1). Otuda, priorna raspodela je beta , i posteriorna
raspodela je beta.

Definicija 66
Ako priorna i posteriorna za Bajesovu analizu pripadaju istoj porodici raspodela, nazi-
vamo ih konjugovanim.

Neka je priorna raspodela

p ~ Beta(a,b),
i podaci dato p su N ~ Bin(n, p). Onda je posteriorna raspodela
[p|N =] ~ Beta(a + 4,0+ (n —1)).
Prema tome, kaZzemo da je Beta porodica konjugovana sa binomskom verodostojnoscu.

Postoji nekoliko desetina porodica raspodela i verodostojnosti koje su konjugovane. Kada radimo
sa ovim odredenim porodicama, proracuni postaju veoma laki.
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Primer 59
Neka je Y ~ Exp(100), 1 [X|Y] ~ Exp(Y'). Dato da je X = 42, koja je nova raspodela
od Y?

Resenje Ovde je fy(s) = 100exp(—100s)1(s > 0), fx|y—s(t) = sexp(—st)L(t >
0), i onda
fyix=¢(s) o< 100 exp(—100s)1(s > 0)sexp(—st)L(t > 0)
x sexp(—(100 +¢)s)L(s > 0).

Integraljenje desne strane za s € R daje

1

—((L —
/520 sexp(—(100 + t)s) ds {100 1 12

Dakle
fy|x—12 = 142%s exp(—1425)1(s > 0).

To jest, | [Y|X = 42] ~ Gamma(2, 142) |

Zadaci

24.1 Neka je A ~ Unif{1,2,3,4,5,6} i [B|A] ~ Exp(A). Dato da je B = 3.6, koja je
raspodela od A?

24.2 Neka je X ~ Unif({1,2,3,4}) i [Y|X] ~ Unif([0, X]). Dato da je Y = 2.4, koja je
raspodela od X?

24.3 Pretpostavimo da X; ~ Unif([0, 10]) i X2 ~ Unif([0, 20]). Neka je B ~ Unif{1, 2}.

a) Dato da je Xp = 15, koja je verovatnoca da je B = 2?
b) Dato da je Xp = 7, koja je verovatnoca da je B = 2?

24.4 Pretpostavimo da Y] ~ Exp(1), Yo ~ Exp(2) i B ~ Unif({1,2}). Na¢i

P(B = 1|Yp = 4.3).

24.5 Kompanija za lekove veruje da je novi tretman efikasan kod pacijenata sa verovatnocom
p, gde je p uniformno na intervalu [0, 1]. Ispitivanje leka nastavlja se na pacijentima sve
dok se ne pronadu Cetiri pacijenta kod kojih je lek efikasan. Studija je morala da ukljuci
N = 21 pacijenata pre nego $to su otkrili cetiri na kojima je lek delovao.

S obzirom na ove informacije, koja je nova raspodela od p?

24.6 Nastavljajuci sa poslednjim problemom, kompanija za lekove nastavlja da testira pacijente
dok se ne pronadu jos dva kod kojih je lek efikasan. U ovom drugom ispitivanju, videno
je jos 8 pacijenata, i pronasli su dva kod kojih je lek bio efikasan. Na osnovu informacija
iiz prvog ispitivanja, kakva je nova raspodela za p?



Glava 25
Nejdnakosti repa raspodele: Markov i
Cebisev

Pitanje dana Neka je E[| X || = 5. Oceniti P(|X| > 10).

Sazetak Markovljeva nejednakost kaze da za integrabilnu slucajnu promenljivu X i
a >0,
P(X] = a) < E[[X]]/a.

Cebisevljeva nejednakost kaze da za slucajnu promenljivu X sa konaénom varijansom
ia >0,
P(IX — 1] = a) < V(X)/a.

Raspodele verovatnoce sa gustinama f(a) moraju imati gustinu koja tezi nuli kako a postaje veoma
veliko ili veoma malo. Ali, §ta je sa povrSinom ispod gustine? Nejednakosti repa su nacin davanja
gornje granice ove vrste verovatnoce.

Prva i najjednostavnija nejednakost repa naziva se Markovljeva nejednakost. Ima ograni¢enu
upotrebu u aplikacijama, ali sluzi kao gradivni blok za stvaranje snaznijih repnih nejednakosti,
koje se ¢esce koriste u praksi.

U sustini, ono $to Markovljeva nejednakost govori jeste za E[| X|] da bi bio mali ne moze se
staviti prevelika tezina nakon a.

Cinjenica 91 (Nejednakost Markova)
Neka je X slucajna promenljiva sa kona¢nim ocekivanjem. Onda za sve a > 0,
[1X1]

E
P(|X|>a) < —.
a

Dokaz. Primetimo da ako pomnozimo |X| sa 0 ili 1, proizvod ¢e biti najvise | X|. To jest
[ X| = [X[1(1X] = a).

Kada je 1(|X| > a) = 1,

X| > a,ionda
X] > [X[1(X] > a) > al (X] > a).
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Prisetimo se da ocekivanje ¢uva nejednakosti tako da

E[|X]] > Ela1(|X] > a)] = aE[L(|X| > a)] = aP(|X]| > a).

Napomena Nejednakost Markova se nekad predstavlja kao:

Za bilo koju nenegativnu sluc¢ajnu promenljivu X sa konacnim ocekivanjemia > 0, P(X > a) <
E[X]/a.

Ovo je ekvivalentno drugoj formulaciji. Forma #2 implicira formu #1 posto je | X'| nenegativna
sluc¢ajna promenljiva. Forma #1 implicira formu #2 jer je za nenegativnu sluc¢ajnu promenljivu,
|X| = X.

Nejednakost Markova se moze iskoristiti da odgovorimo na pitanje dana. Tamo nam je dato da
je E[| X|] = 5, 1cilj je oceniti P(|.X| > 10). Ovde je a = 10, i Markovljeva nejednakost nam daje

E[|X 5
P(|X]| > 10) < qO I =10 = 0.5000 |.
Jedna od lepih stvari u vezi sa Markovljevom nejednakos$cu je da ona moze biti primenjena bez
poznavanja ta¢nih vrednosti parametara koji opisuju distribuciju.

Primer 60
Uzmimo A ~ Exp(A). Oceniti odozgo P(A > 5/\) koriste¢i nejednakost Markova.

Resenje Posto A >0, |A| = A. Takodje, E[A] = 1/, so

1A 1
]P’(A25/)\):5§—)\:g: 0.2000].

25.1  Nejednakost Cebiseva

Markovljevu nejednakost je zapravo prvi pokazao Markovljev mentor na doktoratu, Cebigev.
Markov je ponovo dokazao taj rezultat kao deo svoje doktorske teze. Cebiseva je interesovala
jaca nejednakost, koja je koristila ne samo prvi momenat slu¢ajne promenljive, nego i drugi. Ova
nejednakost daje nacin da se ogranici koliko je udaljena sluc¢ajna promenljiva od njene oc¢ekivane
vrednosti.

Cinjenica 92 (Nejednakost Cebiseva)
Pretpostavimo da X ima konacne prvi i drugi momenat. Onda za svako a > 0,

V(X)
=

P(X — E[X]| 2 a) < —

Dokaz. NekajeY = (X — E[X])% Onda |Y| = Y, i nejednakost Markova kaze da za sve a > 0,

Ali E[Y] = V(X) po definiciji, i {Y > a?} < {|X — E[X]| > a}. I tako je dokazana nejednakost.
[
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Primer 61
Uzmimo A ~ Exp()). Oceniti odozgo P(A > 5/\) koristeéi nejednakost Cebiseva.

Resenje Postoje A > 0, |A| = A. Isto tako, E[A] = 1/),1V(A4) = 1/A?, tako da

P(A > 5/\) = P(A—1/A > 4/))
<P(JA— 1/ > 4/\)

V(A)

(4/X)?

1/22

16/\2

= 15 = [006250]

<

U ovom sluéaju, Cebisevljeva nejednakost je dala bolji rezultat od Markovljeve, ali to nije uvek
tako. Posto su obe nejednakosti tac¢ne, uvek mozete pronaci obe granice i uzeti manji od dva

rezultata.
Ako stavimo a = k SD(X), onda V(X)/a? = 1/k? i dobijamo alternativau formu Cebigevljeve

nejednakosti.

Cinjenica 93 (Nejednakost Cebiseva (alternativna forma))
Pretpostavimo da X ima konac¢no ocekivanje i standardnu devijaciju. Onda za sve k > 0,

1

P(1X —E[X]| 2 kSD(X)) < .

Drugi nacin da se ovo kaze je da Sanse da je slucajna promenljiva najmanje & standardnih
devijacija daleko od o¢ekivanja opadaju barem kvadratno po k.
Prosek uzorka Nekasu X, X»,... ~ X iid i pogledajmo njihov prosek

_Xit e+ Xn
- . ,

Sn

Iz linearnosti ocekivanja imamo

E[Sn] _ ]E[Xl] + n —|—E[Xn] _ nEiX] _ E[X],

tako da prosek uzorka uvek ima isto oc¢ekivanje kao i pocetna funkcija.
Sa druge strane,

SD(SH):\/W:\/V(Xl)—F-né%—V(Xn) :\/n\;(j() 231?/(2()‘

Po CebiSevu ovo nam kaze da

vVX)

1
B(|S, —E(X)| > a) € =52~
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Dakle, Cebisevljeva nejednakost nam kaZze da ¢e prosek uzorka uvek biti sve blize i blize oce-
kivanju. Medjutim, ova konvergencija je samo inverzno linearno po n. U praksi, prosek uzorka
konvergira mnogo brze do pravog rezultata.

Da bismo pokazali eksponencijalno brzu konvergenciju za proseke uzoraka, potrebna nam je jos
moénija nejednakost, a to je Cernofova nejednakost u slede¢em odeljku.

25.1

25.2

25-3

254

25.5

25.6

25.7

Zadaci

Neka je X slucajna promenljiva sa ocekivanjem 0.4, srednjom apsolutnom devijacijom
1.5, i standardnom devijacijom 2.

a) Oceniti odozgo P(|X — 0.4| > 4) koriste¢i nejednakost Markova.
b) Oceniti odozgo P(| X — 0.4] > 4) koriste¢i nejednakost Cebiseva.
¢) Koja ocena je bolja? (To jest, ako vam se trazi da date gornju ocenu za P(| X —0.4| >

4), sta biste rekli?)

Uzmimo da Y ima ocekivanje 2.3, srednju apsolutnu devijaciju 1.1, i standardnu devijaciju
1.8. Ocenite P(]Y — E[Y]| > 3) najbolje $to mozete, koriste¢i nejednakosti Markova i
Cebiseva.

Gradevinski projekat ce trajati neko nepoznato vreme. Graditelji veruju da ¢e srednja
vrednost biti pedeset dana sa standardnom devijacijom od deset dana.

a) Dajte gornju granicu za Sansu da projekat traje najmanje Sezdeset dana.

b) Dajte gornju granicu za $ansu da projekat traje najmanje sto dana.
Uzmimo da X > 0ima E[X]| = i V(X) = 1.3p.

a) Oceniti P(X > 5u) koristeéi nejednakost Markova.

b) Oceniti P(X > 5u) koriste¢i nejednakost Cebiseva.

Outreach Solutions svakodnevno opsluzuje broj klijenata uniformno na {1, 2, 3,4, 5}.
Neka je IV ukupan broj klijenata opsluzivan tokom sedam dana.

a) Koje je oCekivanje od N?
b) Koja je standardna devijacija od N?

c¢) Koristedi Cinjenicu da je IV simetri¢no u odnosu na svoje ocekivanje, dajte donju
granicu za verovatnocu da je N < 26.

Proizvodni pogon isporucuje 100 kutija dnevno, od kojih svaka sadrzi 300 artikala. Ako je
svaka pojedinacna stavka neispravna sa verovatnocom 0, 01 nezavisno od ostalih, oceniti
odozgo verovatnocu da je vise od 600 artikala neispravno.

Pretpostavimo da X ima konac¢no ocekivanje p i standardnu devijaciju o. Sve slucajne
promenljive imaju bar jednu medijanu. Pokazati da mora postojati bar jedna medijana za
X negde (striktno) izmedu p — /30 i p + V/30.

Ograniciti verovatnocu da je slu¢ajna promenljiva X udaljena vise od 2, 5 standardnih
devijacija od svoje srednje vrednosti.
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25.9 Vreme izgradnje projekta 7" ima sledecu srednju vrednost, standardnu devijaciju, srednju
apsolutnu devijaciju i funkciju generatrisu momenata na 0.5:

E[T] = 100

E[(T - E[T)?] = 15
(IT E[T]|) =12
E(exp(0.57)) = exp(63).

Koriste¢i ove ¢injenice zajedno sa Markovim i Cebisevom, postavite $to bolju gornju
granicu za P(T" > 130). Obavezno pokazite ceo postupak!

25.10 Neka je X nenegativna slu¢ajna promenljiva takva da je E[X?3] = 30. Iskoristite ovo da
ogranicite verovatnocu za X > 10.






Glava 26

Nejednakosti repa: Cernof

Pitanje dana Pretpostavimo da su X, X», ..., Xo9 ~ X iid gde je
P(X =-0.5)=P(X =0.7) = 1/2.

Oceniti verovatnoc¢u da je X1 + - - - + Xo9 > 10.

Sazetak Nejednakost Cernofa kaze da za slu¢ajnu promenljivu X sa kona¢nom
funkcijom generatrisom momenata mgf i (¢) takvom da je

(Vi 2 0)(P(X > a) < mgf(t) exp(—ta),

(Vt < 0)(P(X < a) < mgfx(t) exp(—ta),

dato da mgf y postoji za te vrednosti ¢.

Za Markovljevu nejednakost koristili smo o¢ekivanu vrednost a za Cebisevljevu nejednakost
koristili smo varijansu. Za Cernofovu nejednakost koristicemo funkciju generatrisu momenata. Ovo
¢e nam omoguciti da dobijemo nejednakosti za sume i proseke uzorka koji se eksponencijalno brzo
smanjuju sa brojem izvlacenja.

Prvo, nejednakost

Cinjenica 94 (Nejednakost Cernofa )
Za slu¢ajnu promenljivu X i svako ¢t > 0 gde postoji mgf y(¢) ,

P(X > a) < mgf y () exp(—ta).
Za svako t < 0 gde postoji mgf y (%),

P(X < a) < mgf y(t) exp(—ta).

Dokaz. Primetimodazat > 0
P(X > a) =P(tX > ta) = P(exp(tX) > exp(ta)),

§to je najvise Elexp(tX)]/ exp(ta) prema Markovljevoj nejednakosti.
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Druga nejednakost se pokazuje na slican nacin. 0

Primenimo ovu nejednakost na pitanje dana. Setimo se da posto su Xj iid raspodeljeni kao X,
mng1 +-+Xog (t) = mngl (t) mngQ (t) e mngQo (t) = mng (t)QO'
Odatle je
P(X| + -+ Xoo > 10) = mgf ()% exp(—10t) = [mgf y (t) exp(—0.5t)]%.

Napisali smo izraz kao 20-ti stepen da bi naglasili da granica verovatnoce koju je dao Cernof
opada eksponencijalno kako broj slucajnih promenljivih u zbiru raste.

Sada

mgf v (t) = (1/2) exp(—0.5t) + (1/2) exp(0.7t),
tako da je
g(t) = mgf y (t) exp(—0.5t) = [(1/2) exp(—t) + (1/2) exp(0.2t)].

Kada je ¢ = 0 desna strana je jednaka 1, ali kako ¢ raste, malo opada pre nego $to opet po¢ne da
raste.

0.90

0.85 |

0.80

Izvod je jednak
g (t) = —(1/2) exp(—t) + (0.2)(1/2) exp(0.2t).
Primetimo da je ¢'(0) = (1/2)(—1) + (1/2)(0.2) < 01 ¢'(3) > 0.9359 > 0. Onda nalazimo
kriticne tacke:
g'(t) =0
—(1/2) exp(—t1) + (1/2)(0.2) exp(0.2t) = 0
1/0.2 = exp(1.2t)
t =1In(5)/1.2.
Znadi postoji jedinstvena vrednost t; = In(5)/1.2 takva da je ¢'(t1) = 0, i ¢(¢) neprekidno,

dakle g(t) ima vrednost globalnog minimuma ¢(t;). Da nademo t;:
Stavljanjem to nazad u g daje exp(t) = 5'/2, i onda je

g(tl) = (1/2) [5_1/12 + 50.2/1.2]’
i dizanje na 20-ti stepen onda daje

P(X1 + - + Xoo > 10) <[0.007815].

Ako uzmemo u obzir vise cifara, odgovor je 0.00781493 . .. Pri skrac¢enju smo zaokruzili poslednju
cifru na gore jer dajemo gornju granicu.
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26.1 Cernof primenjen na Binomne

Sada hajde da se pozabavimo sloZenijim problemom: primenom Cernofovih granica na raspodele,
generalno. Konkretno, razmotrimo binomnu raspodelu. Ako je B ~ Bin(n, p), onda moZemo da je
predstavimo kao

B=Bi+-+B,
gde su svi B; iid Bern(p). Svaki B; ima f-ju generatrisu momenata
pexp(t) + (1 — p)exp(0t) = pexp(t) + 1 —p =1+ p(exp(t) — 1).

Korisna ¢injenica je da posto je eksponencijalna funkcija konveksna, ona lezi iznad bilo koje
tangente. Tangenta na exp(z) u 1 je 1 + z. Ovo znacdi da je 1 + = < exp(x) za svako z, §to daje

mgf g (1) < exp(pexp(t) —1).

U proseku, binomna ée biti jednaka np, ali ¢e ¢esto biti ve¢a. Uzmimo € > 0. Onda Cernofova
granica kaze da je

P(B > (1 + e)np) < mgfp(t) exp(—t(1 + €)np).
< [exp(pexp(t) — 1) exp(—t(1 + €)p)]"
= exp(pexp(t) —p — t(1 4 €)p)" = exp(g(t))".

Da bi desna strana bila §to manja, napravimo ¢(t) §to manje moguce.
Diferenciranje daje

g'(t) = pexp(t) — (1+€)p,

$to raste sa t, dajudi jedinstven globalni minimum u kriti¢noj tacki, exp(t) = 1 + €. Stavimo ovo
nazad u g(t) i dobijemo

P(B > (1+¢€)np) <exp(p(l+¢€)—p—In(1+¢€)(1+¢€)p)"
_ [ _exp(pe) \"
(1 + ¢€)(+e)p
_(_exple) \"™
( + E) 1+ (+e) ’
To je malo tesko rasclaniti, lakse je ako napisemo Tejlorov razvoj onoga sto se nalazi unutar zagrada:
P(B > (1+¢€)np) <exp(p(l+¢€)—p—In(1+¢)(1+¢€)p)"
e & e "
1- = ).
( > 7% T : >
Prva dva elementa impliciraju da ée n ~ 2¢~21In(1/4) biti potrebno za binomnu da se dobije
P(B > (14 €)np) < 6.

Slican rezultat vazi i za donju granicu.
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Cinjenica 95
Za B ~ Bin(n,p)ie > 0,

P(B > (1 + e)np) < ( exp(e) ))np

(1 + €)(+e
exp(—¢) "
< (1-— < | ——— .
P(B < (1—¢e)np) < <(1 — e)(1_5)>
Zadaci
26.1 Pretpostavimo X ima generatrisu momemata mgf y (t) = [(exp(t) — 1)/t]'°. Oceniti

P(X > 8) sa Cernofom, koristeéi t = 5.
26.2 Uzmimo Uy, ..., Uy ~ Unif([0, 1]).

a) Za S = U + - -+ Uy, naéi mgf¢(¢).
b) Iskoristiti Cernofa da se oceni P(S > 13).
26.3 Iskoristite Cernofovu nejednakost da date $to bolju moguéu gornju granicu za verovat-

nocu da je zbir od 12 iid slu¢ajnih promenljivih uniformnih nad [0, 1] ve¢i ili jednak broju
9.

26.4 Revizorsko preduzece Markov obavi 0, 1 ili 2 provera svaki dan nezavisno, sa odgovara-
ju¢im verovatno¢ama 20%, 40% i 40%. Neka X; oznacava broj revizija na dan i.
a) Nacdi ocekivanje i standardnu devijaciju od Xj.
b) Koriste¢i CGT aproksimirati verovatnocu da je u prvih 25 dana obavljeno bar 36
revizija.
c) Iskoristiti Cebisevljevu nejednakost da se oceni odozgo verovatnoéa da je u prvih

25 dana obavljeno bar 36 revizija.

d) Iskoristiti Cernofovu nejednakost sa t = (.5 da se oceni odozgo ista verovatnoca.
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Raspodele teskog i lakog repa

Pitanje dana Kako mogu da modelujem podatke bez varijanse? Bez ocekivanja?

Sazetak Zaslucajnu promenljivu X se kaze da ima raspodelu teskog repa ako postoji
i takvo da je E[| X |'] = co. Ako je i = 2 onda X nema standardnu devijaciju a ako je
1 = 1 onda X nema ocekivanje.

Standardna Kosijeva raspodela je teskog repa. Ova raspodela nema ocekivanje. Gu-

stina standardne Kosijeve je
2 1

T 1482
Drugi primer raspodele teskog repa je Zeta (ili Zipf) raspodela sa parametrom s. Ova
raspodela ima gustinu zai € {1,2,...}:

¢(s)

gde je ((s) Rimanova Zeta funkcija ((s) = Y .2, 1/7°.

Y

1 1
s

7:8

27.1  Raspodele lakog repa

Normalne slu¢ajne promenljive su lepe. Gustina 7~ /2 exp(—k?/2) opada veoma, veoma brzo
kako k postaje veliko, zbog ¢ega je funkcija generatrisa momenata E[exp(¢Z)] kona¢na za bilo
koje ¢. Primetite da ovde eksponenciramo Z, za Sta biste mislili da bi ga u proseku u¢inilo prili¢no
velikim. Ali Z je tako malo verovatno da ¢e biti daleko od 0 da je ova funkcija generatrisa momenata
definisana za sve ¢.

Eksponencijalne slucajne promenljive su lepe, ali ne bas tako lepe kao normalne. Njihova gustina
je Aexp(—As)1(s > 0), i imaju generatrisu momenata koja je kona¢na samo za t € (—oo, A]. Za
A ~ Exp(\) sa A > 0, to znadi da se generatrisa momenata moze iskoristiti da se pokaze da je
E[A¥] < oo za sve celobrojne k. To zna¢i da su svi momenti ovih slu¢ajnih promenljivih konaéni.
Ovo motiviSe definiciju raspodele lakog repa.

Definicija 67
Slu¢ajna promenljiva A je lakog repa ako za svako k € {1,2,...},

E[|A]] < oo.
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27.2  Raspodele teskog repa

Centralna grani¢na teorema je jedna od najmocnijih teorema u matematici, ali definitivno
ne kaze da su ,sve slucajne promenljive normalne”. CGT se primenjuje samo kada se dodaju
slucajne promenljive, ne primenjuje se kada se mnoze sluc¢ajne promenljive. Ovaj slucaj se desava
u situacijama kao §to su raspodela prihoda, raspodela stanovnistva, upotreba re¢i i mnogi drugi
konteksti.

Kod oog tipa podataka Cesto se pojavljuju raspodele teskog repa. One nemaju funkciju generatrisu
momenata koja je kona¢na svuda osim u ¢ = 0. Za ove slu¢ajne promenljive postoji neko £ takvo
da je E[| X |*] = oc.

Definicija 68
Slu¢ajna promenljiva X je teskog repa ako postoji neko k takvo da je E[|X|*] = occ.

Prva slucajna varijabla sa teskim repom koju smo videli bila je Kosijeva (Caushy) raspodela sa
gustinom

odakle za X ~ Cauchy,

E[|X]|] = =, d
1x)= [ 2

4
:/ 285 4
1,207' 1+SQ

In(1 + s2)|° = oo.

27.3 Zeta raspodela

Jos jedna raspodela sa teskim repom ali vecom fleksibilnoséu u tezini repa je Zeta raspo-
dela.

Definicija 69
Kazemo da sluc¢ajna promenljiva X € {1,2,3,...} ima Zeta ili Zipf raspodelu sa
parametrom o« > 1, ako ima gustinu

) 1 1
fx(i) = RO
gde je
=1
((a) = - e

Rimanova zeta funkcija.

Napomene

« Parametar o mora biti veci od 1, posto harmonijski red

(R
23

divergira, dok je ((«) konac¢na za o > 1 prema integralnom kriterijumu.
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« Kada o € (1,2] Zeta raspodela nema ocekivanje. Kada o € (2, 3], Zeta raspodela nema
varijansu.

27.1

27.2

27.3

27.4

27.5

27.6

Zadaci

Za X ~ Cauchy, nadi
P(X € [0,5]).

Za X ~ Cauchy, nadi
P(3X + 5 € [0, 10]).

Oceniti ((2.5) na Cetiri znacajne cifre.

Pretpostavimo da je X ~ Zeta(1.5). Na¢i P(X € [1,10]) sumirajuéi dovoljno veliki broj
elemenata.

Za X ~ Zeta() sa o > 1, dokazati da In(X') uvek ima kona¢no ocekivanje.

Neka je X ~ Zeta(a). Za koje vrednosti « je E[X?] kona¢no?
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Uniformna i Bernulijeva kao marginalne
raspodele

Pitanje dana Rezervat ima 53 Zivotinje, od kojih su 24 muzjaci a 29 Zenke. Pet
Zivotinja se biraju ravnomerno nasumicno, bez vracanja, i obelezavaju. Koliki je
prosek obeleZzenih Zivotinja koje su muzjaci?

Sazetak

Razmislite o biranju podskupa od % objekata nasumi¢no bez vracanja iz skupa od n
objekata. Od n objekata, m je oznaceno na neki nacin. Neka X oznacava broj izabranih
oznacenih objekata. Onda X ime hipergeometrijsku raspodelu sa parametrima n,
mik.Zai € {0,..., min(k,m)}:

28.1 Biranje bez vracanja

Razmotrimo mali primer. Pretpostavimo da su Cetiri od 12 predmeta u kutiji neispravna. Nasu-
micno i uniformno se biraju dva predmeta. Kolika je $ansa da je ta¢no 1 od izabranih predmeta
neispravan?

Ovaj problem je primer uzorkovanja bez zamene i povremeno se javlja kod statistickog uzorkova-
nja iz malih populacija. Ova vrsta problema je retka u praksi, posto se male populacije obicno mogu
potpuno testirati, a za velike populacije razlika u verovatnoc¢i izmedu uzorkovanja bez zamene i sa
zamenom vrlo brzo postaje veoma mala.

Imajudi to u vidu, treba ipak znati da se ova vrsta problema s vremena na vreme javlja, pa je
korisno videti kako da ga resite.

Za gornji primer, brojevi su dovoljno mali da mozemo direktno da to izracunamo. Ako biramo
dva predmeta, moguci ishodi su DD, DN, ND ili NN, gde N znaci da predmet nije neispravan?, a D
znaci da jeste neispravan®.

* eng. not defective
>eng. defective

175
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Svaku od ovih verovatno¢a mozemo izracunati koris¢enjem uslovljavanja. Na primer,
4 3
12 11°

Prva 4 dolazi od 4 defekta, ali ako je prvo izvlacenje D, to ostavlja samo 3 defekta, sto daje 3 u
brojiocu drugog razlomka.

P(DD)

Za DN racunica ide ovako

4 8

]P’(DN) = — . —

12 11

aza ND g 4
P(ND) = — - —.

12 11

Imajte na umu da je proizvod imenioca (12 - 11) isti kao i za DD, samo se brojilac menja. Takodje,
imajte na umu da je za ND i DN proizvod brojioca 8 - 41 4 - 8, koji su jednaki jer u mnoZenju nije
vazan redosled. Uopstenije, za niz NNNDDNN, proizvod brojioca je u potpunosti odreden brojem
D-ova i N-ova, a ne njihovim redosledom.

Konac¢no, P(NN) = (8/12)(7/11). Dakle, ako je X broj defektnih proizvoda u uzorku od dva,

12 64 56
PX=0)=—,PX=1)=—,PX=2)=—.
Verovatnoce su ovde ostavljene kao razlomci da bi se videlo da je njihov zbir 1.
Generalno, kazemo da X ima hipergeometrijsku raspodelu.

28.2 Teorija

pristup hipergeometrijskim slu¢ajnim promenljivim.
Neka su
(Ur,...,Uy) ~ Unif(A").

Jedan od nasih najranijih rezultata je da su U; nezavisne slucajne promenljive, svaka sa marginalnom
raspodelom U; ~ Unif(A). Medutim, moguce je uzorkovati U; tako da je svaki marginalno
uniforman, ali da su slu¢ajne promenljive zavisne.

Uzmimo vektor (ai,...,ay). Permutacija je preuredivanje elemenata vektora. Na primer,
(3,4,1,2) je permutacija od (1,2, 3,4).

Za skup veli¢ine n, postoji n! permutacija. Neka S,, oznacava skup permutacija vektora
(1,2,...,n). Onda pretpostavimo da biramo uniformno iz skupa raspodela.

Definicija 70
Kazemo da je

(X1,. .., Xn) ~ Unif(S,)

izvlacenje bez vra¢anja elemenata {1,...,n}.

Svaka marginalna raspodela bi¢e uniformna.

Cinjenica 96
Neka je (X1,...,X,) ~ Unif(S,). Ondazasvei € {1,...,n}, X; ~ Unif({1,...,n}).

Prisetimo se da X_; oznacava vektor vrednosti takav da je X; izbacen, na primer ako je
(X1, X2, X3, X4) =(4,2,1,3), X_3=(4,2,3).
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Dokaz. Uzmimo neko ¢ € {1,...,n} iisto tako, neka suj € {1,...,n}. Onda je

_#{z ez =4}) _(n-1nr-2)---(1)

| —

P(Xi =) n! n! n

tako da je X; ~ Unif({1,...,n}). O
Naravno X; nisu nezavisne! Na primer, za i # 7,
PX;=X;=1)=0,

dok je
11 1
Sada pretpostavimo da uzmemo X i iskoristimo ih da formiramo indikatorske slu¢ajne promen-
ljive. Za neko fiksirano a € {1,...,n}, neka je

Bi = ]l(Xz S a).

Cinjenica 97
Promenljive B; kreirane na ovakav nacin imaju marginalne raspodele:

B; ~ Bern(a/n).

Dokaz. Zbog X; ~ Unif({1,...,n}),P(B; =1) = a/n. O

Posto X; nisu nezavisne, B; takode nisu nezavisne!

Primer 62
Uzmimo n = 10 i a = 6. Koja je verovatnoca da je By = By = 1?

Odgovor Mozemo da izaberemo X uniformno od {1,2,...,n}. Onda [X3| X ] ~
Unif({1,...,n}\{X1i}. ZaBi =B =1, X; € {1,...,a}i Xo € {1,...,a} \ {X1}.
Sansa da se oba ova dogadaja dese je

a a—l_

6 5 3
m no1-10 55 03]

Evo jo$ jednog nacina da se izrazi ista vrsta problema. Ako imam grupu od n objekata, od kojih
je njih a oznaceno na neki nacin, i izvucemo is tog skupa £ objekata uniformno, bez vrac¢anja,
kolika je sansa da tacno ¢ objekata ima tu posebnu oznaku?

Primer 63
Kutija sadrzi cetrnaest kuglica, deset crvenih i Cetiri plave. Ako se dve lopte izvuku
uniformno, bez vracanja, kolika je sansa da obe budu crvene?

Odgovor Sansa da je prva loptica crvena je 10/14. Tada je $ansa da je druga lopta
crvena, dato da je prva crvena (i secajudi se da izvla¢imo bez vra¢anja) (10/14)(9/13) =

04945}
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Drugi nacin da se pristupi ovoj vrsti problema je koris¢enje binomnih koeficijenata. Postoji 14
nad 2 nacina da odaberemo dve kuglice nasumi¢no bez vracanja iz skupa od cetrnaest kuglica.
Koliko podskupova je crveno? Pa, ima 10 crvenih kuglica tako da postoji 10 nad 2 nacina da
izaberemo dve crvene kuglice koje ¢e ¢initi nas podskup.

Dakle odgovor je

10 10-9
2 !

Dobijamo isti odgovor bez obzira na to kako pristupimo problemu!
Pretpostavimo sada da ne zZelimo da sve lopte budu iste boje.

Primer 64
Kutija sadrzi cetrnaest kuglica, deset crvenih i ¢etiri plave. Sest njih se izvla¢i nasumi¢no
bez vracanja. Neka X oznac¢ava broj crvenih medu njima. Kolika je P(X = 3)?

Resenje Postoji 14 nad 6 nacina da izvucemo Sest loptica uniformno nasumi¢no bez
vracanja iz skupa od Cetrnaest loptica. Na primer, ako su lopte numerisane sa {1, ..., 14},
tada su crvene kuglice {1,...,10} i {11,...,14} plave. Jedan podskup sa tacno tri
crvene kuglice je

{2,7,9,11,12, 13}.

Koliko ima takvih podskupova? Pa, prva tri elementa treba da budu crvene i ima 10 nad
3 nacina da se one izaberu. Poslednja tri elementa treba da budu plave i ima 4 nad 3
nacina da se one izaberu. Dakle ukupan broj nacina je (130) . (g)

To znaci da je ukupna verovatnoca jednaka

(3)(5) _ 160
(14) = 1001 =
6

Za By, Bo, ..., B, iid Bern(p), kazemo da
By + -+ + By, ~ Bin(k, p).

Zanase B, ..., B, koje dolaze od izvlacenja bez vracanja, kazemo da zbir prvih n ovih pro-
menljivih ima hipergeometrijsku raspodelu.

Definicija 71
Neka je (X1,...,X,) ~ Unif(S,) i B; = 1(X; < a). Onda kazemo da

N=B1+...+Bk

ima hipergeometrijsku raspodelu sa parametrima n, k, i a.
To pisemo kao X ~ Hypergeo(n, k, a).

Cinjenica 98
Gustina od X ~ Hypergeo(n, k,a) je
(s

fx(i) = = )]l(z'e{(),...,mink,a}).
(%)
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Napomena Hipergeometrijska raspodela i geometrijska raspodela nemaju nikakve veze jedna
sa drugom!

Posto je hipergeometrijska raspodela zbir k razli¢itih Bernulijevih slu¢ajnih promenljivih, oceki-
vanje hipergeometrijske je jednako k& puta ocekivanju Bernulijevih sluc¢ajnih promenljivih.

Cinjenica 99
Za X ~ Hypergeo(n, k,a),

Primer 65
Ova ¢injenica nam je dovoljna da bi resili pitanje dana: sa pet zivotinja izabranih
uniformno od 53, gde su 24 muZjaci, o¢ekivani broj muzjaka je (5 - 24)/(53) ~|2.264 |.

Varijansa se izracunava na sli¢an nacin, iako ima jo$ posla jer moramo izracunati kovarijanse
izmedu parova Bernulijevih slucajnih promenljivih. Prvo, ovo je rezultat.

Cinjenica 100
For X ~ Hypergeo(n, k,a),
km (n—m)(n—k)

ViX) = n nn—1)

Dokaz. Kao iranije X = By + - -+ + Bj. Odatle je

k
V(X)=> V(Bi)+2> Cov(B;,B;) = kV(B1) + k(k — 1) Cov(By, Ba).
i=1 i<j
Posto su B; Bernulijeve sa parametrom a/n, V(B;) = (m/n)(1 —m/n) i
COV(BZ', Bj) = E[BzB]} - E[BZ]E[BJ] = ]P)(Bl = Bj == 1) - (a/n)2
a a—1

a a
—1 n n

=il

Onda je
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0

Primetite da ,bez vracanja” ¢ini varijansu nesto manjom nego sto je slucaj u binomnoj, gde je
»5a vracanjem”.

28.1

28.2

28.6

Zadaci

Mala plasti¢na kantica sadrzi ploc¢ice sa slovima MISSISSIPI. Cetiri od ovih plo¢ica su
izvucene iz kantice bez vractanja.

a) Kolika je sansa da su sve Cetiri S plo€ice izvucene?

b) Kolika je Sansa da su tacno dve od cetiri izvucene plocice sa slovom S?

Tegla sadrzi pet plavih i deset zelenih klikera. Sedam klikera je izvuceno iz tegle, kolika
je Sansa da su ta¢no 3 plava?

Svakog dana fabrika proizvede 500 srafova od kojih su 10 loseg kvaliteta.
a) Ako se od 500 srafova izvlaci 5 njih na slucajan nacin, koja je verovatnoca da u tom
uzorku nema nijednog loseg kvaliteta?
b) Koji je ocekivani broj srafova loseg kvaliteta u ovom uzorku veli¢ine 5?

Nadovezujuci se na prethodni zadatak, koliko srafova treba da bude u uzorku da bi u
proseku broj losih srafova u tom uzorku bio 1?

U jednom ekosistemu zivi 1500 ptica odredene vrste. Uzorkovano je 20 od tih ptica i kod
5 je naden odredeni gen. Od 1500, koliko ptica treba da ima ovaj gen da bi ocekivani broj
u uzorku bio 5? (Ova vrsta ocene se zove ocena metodom momenata)

Iz skupa od 316 studenata, od kojih njih 160 ima 20 ili viSe godina i 156 njih koji su mladi
od 20 godina, bira se 48 studenata uniformno nasumicno da popune anketu.

a) Koliki je ocekivani broj studenata koji popunjavaju anketu koji imaju 20 godina ili
vise?

b) Kolika je standardna devijacija ocekivanog broja studenata koji popunjavaju anketu
koji imaju 20 godina ili vise?
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Multinomna raspodela

Pitanje dana Pretpostavimo da se u anketi stanovnici pitaju da li su nezadovoljni,
zadovoljni, ili veoma zadovoljni telefonskom uslugom. Ako je svaki stanovnik samo-
stalno nezadovoljan sa verovatno¢om 20%, zadovoljan sa verovatno¢om 70%, i veoma
zadovoljan sa verovatno¢om 10%, kakva je korelacija izmedu broja nezadovoljnih i
veoma zadovoljnih ucesnika?

Sazetak Multinomna raspodela proizilazi iz ispitivanja gde postoje dva ili vise

mogucih odgovora. Ako svaki od n pokusaja ima ishode {1, ..., k}, i oni su iid, onda
(X1,...,Xk) ~ Multinom(n, p1, ..., px), gde je p; verovatnoca da bilo koji pokusaj
ima ishod 1.

Zasvakoi € {1,...,k}, X; ~ Bin(n,p;), i Cov(X;, X;) = —pip;.

Prilikom formiranja binomne raspodele, razmatrali smo Bernulijeve eksperimente koji su imali
jedan od dva ishoda, uspeh ili neuspeh, 1 ili 0.

Sta ako postoji vise od dva izbora? Mozda postoje tri izbora za svaki pokusaj. U ovom sluéaju,
mogli bismo da prebrojimo broj pokusaja u kojima se desio izbor 1, gde se desio izbor 2, a gde se
desio izbor 3.

Primera radi, uzmimo anketu sa 100 ljudi. Rezultati ankete su slu¢ajne promenljive (X1, X2, X3),
gde je X broj onih ispod 18 godina, X5 broj onih izmedu 18 i 25, i X3 broj onih preko 25.
Pretpostavimo da je verovatnoca da je izabrana osoba mlada od 18 jednaka 0.2, za 18 do 25 jednaka
0.5, 1 da je preko 25 jednaka 0.3. Onda je

X; ~ Bin(100,0.2)
X ~ Bin(100,0.5)
X3 ~ Bin(100,0.3),

uz uslov da je X7 + X5 + X3 = 100. Generalno, imamo sledece.

Definicija 72
Kazemo da (X, ..., X;) ima multinomnu raspodelu sa parametrima n, p1, . .., pg
(pisemo (X71,. .., Xk) ~ Multinom(n, p1,...,pr)) ako su p; nenegativni parametri sa

p1+ -+ pp=1lizasvei, X; ~Bin(n,p;)i Xy + -+ X =n.
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Prisetimo se da ako su B; ~ Bern(p) nezavisne zai € {1,...,n}, onda je
X =By + -+ B, ~ Bin(n,p).

Ista ideja moze da se prosiri i na slu¢aj multinomnih.

Cinjenica 101
Neka je W diskretna slu¢ajna promenljiva takva daje P(W = i) = p; gdeje > -, p; = 1.
Onda za W1,..., W, ~Wiid,ii € {1,2,...,k}

n

Xi=> 1(W;=i).

j=1

Tada je (X1, ..., X%) ~ Multinom(n, p1,...,pk).

Dokaz. Posto je svaka X; zbir n nezavisnih indikatora koje uzimaju vrednost 1 sa verovatnocom
pi. Xi ~ Bin(n, p;). Takode,

k kK n n k

ZXZ:ZZ]I(Wj:z):ZZ]l(WJ =)
:Zn:]l(W] =)+ 1L(W;=2)+- -+ LW, =k)
:anlzn

O

Konkretno, ova ¢injenica implicira da ako je X ~ Bin(n,p), onda (X,n — X) ~
Multinom(n, p,1 — p).

Gustina multinomnih

Gustina multinomnih (X7, . .., X,,) moze da se zapiSe. Ova gustina zahteva funkciju visestrukog
izbora .
Definicija 73
Neka je aj, as, ..., ax skup simbola. Broj nacina da se rasporede simboli i; aj, i2 a9, i

tako dalje do iy ay jedan za drugim, odreden je funkcijom visestrukog izbora, takode
poznatom kao multinomlni koeficijent, zapisan kao

(i1+---+in>
i17i27"'7in

Formula za racunanje izraza visestrukog izbora sli¢na je onoj za binomni koeficijent.

Cinjenica 102
Za nenegativne cele brojeve i1, .. ., i,

(¢1+---+z‘n) IR )

il,ig,...,zn ll'ZQ'Zn'
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Primer 66
Na koliko nacina mogu da se poredajuured4a,5bi3c?

Odgovor Ima4+ 5+ 3 = 12 simbola, tako da je to

12 12!
(4,5,3) = a2

Primer 67
Za (X1, X9, X3) ~ Multinom(12,0.2,0.5,0.3), koliko je P(X; = 4, X9 = 5, X3 = 3)?

Resenje Pretpostavimo da je ishod pojedina¢nog eksperimenta a sa verovatno¢om
0.2, b sa verovatnocom 0.5, i ¢ sa verovatnocom 0.3. Zatim jedan odredeni ishod sa 4 a,
5 b-a, i 3 c-a je caaabcebabbb. Verovatnoca ovog ishoda je

(0.3)(0.2)(0.2)(0.2)(0.5)(0.3)(0.3)(0.5)(0.2)(0.5)(0.5)(0.5) = (0.2)*(0.5)>(0.3)3.

Zbog komutativnosti mnozenja, ovo Ce biti verovatnoca za bilo koji ishod sa 4 a, 5 b-a, i
3 c-a. Dakle, ukupna verovatnoca je

(0.2)4(0.5)%(0.3)3.

( 12 )(0,2)4(0.5)5(0.3)3=-

4,5,3

Poslednji primer se moze generalizovati kako bi se dobila gustina za proizvoljne multinomne.

Cinjenica 103
Za (Xy,...,Xy) ~ Multinom(n, p1,...,pg) vaz

f(Xl,...,Xn)(Zla"’vzn): ( . . >p’ilp:1n]]-(zl7azk€{077n})
11,025+, Uk

1(ig + -+ + i, = n).

29.1  Kovarijansa

Kovarijansa izmedu razlicitih komponenata multinomnih direktno proizilazi iz indikatorske
reprezentacije. Ona je negativna jer kada je jedna komponenta veca, sve druge komponente su u
proseku manje.

Cinjenica 104
Za (Xi,...,X;) ~ Multinom(n,p1,...,px), za sve i # j, vazi Cov(X;, X;) =
—Nnpip;-

Dokaz. Neka je 7 # j. Onda je kovarijansa izmedu X; i X jednaka

Cov(Xi, X;) = E[X; X;] — E[XG]E[X;] = E[X; X;] — (np;)(np;),
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Prisetimo se da za indikatorske funkcije vazi 1(A)1(B) = 1(AB). Takode, X; = >, 1(W}, = 1)
X;=>,1(W; = j), tako da je

XiX; =YY AWy =i, W, = j),
k 7/

$to znaci da je

EX: X5 = > PW, =i, W, =j).
kL

Bilo bi lepo da su sve verovatnoce p;p;. Ako bi to bilo tatno, tada bi dvostruka suma iznosila
n?p;p;. Nazalost, ove verovatnoée imaju ovu vrednost samo kada je k& # (. Kada je k = /,
verovatnoca je nula. Posto se k& = / javlja ta¢no n puta u dvostrukom zbiru, broj izraza gde vazi
P(Wy, =i, W, = j) = pipj je n* — n, dok su ostali izrazi nula. Stoga,
E[X;X,] = (n* — n)pip;.
Sto ¢ini
Cov(X;, X;) = (n* — n)pip; — n°pipj = —npip;.

Zadaci
29.1 Neka su (W7, Wa, W5, Wy) ~ Multinom(10,0.3,0.2,0.4,0.1). Koliko je

P((Wy, Wa, Wy, Wy) = (1,3,2,4))?

29.2 Petnaest osoba je dobilo pitanje sa pet odgovora. Ako se verovatnoca za svaki od pet
odgovora modeluje kao 0.2,0.2,0.1,0.25,0.25, tada koja je Sansa da ukupni brojevi
odgovora budu 4, 3,1, 5, 2?

29.3 Pretpostavimo (X7, X2, X3) ~ Multinom(30,0.5,0.1,0.4).

a) Koja je raspodela za X?
b) Koliko je E[X{]?
¢) Naéi Cov (X1, X3).

29.4 Uzmimo (Y7, Y2, Y3, Ys) ~ Multinom(100,0.2,0.3,0.4,0.1).

a) Koja je raspodela od Y3?
b) Na¢i Cov(Ys,Yy).
¢) Na¢i Cov(Ys,Ys).
29.5 Predmet istrazivanja je jedna Zivotinjska populacija. Uzeto je 30 Zivotinja. Svaka zivotinja

ima 10% $anse da je genotipa A, 20% $anse da je genotipa B i 70% $anse da je genotipa
C. Neka je (N4, Np, N¢) broj Zivotinja svakog od tri genotipa.

a) Koja raspodelu ima (N4, Np, N¢)?
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b) Nadi E(Ny).
¢) Kolika je Cov(Ny4, Np)?
d) Kolika je Cov(Na, N¢)?

29.6 Psiholoski eksperiment proucava efekte pozitivnih poruka na san. Pretpostavimo da
anketiraju 73 ucenika. Model predvida da ¢e 25% spavati dobro, 55% spavati umereno
dobro, a 20% spavati lose. BeleZi se broj u¢enika za svaki od tri odgovora kao (N1, Na, N3).
Odgovoriti na sledece.

a) Koja raspodelu ima (N, Ny, N3)?
b) Naéi E(N3).

¢) Kolika je Cov (N1, N3)?

d) Kolika je Cor(Ny, N3)?






Glava 30

Multinormalne slucajne promenljive

Pitanje dana Pretpostavimo da je

A=t ).
0 3
Neka je Z = (Z1, Z3), gde su Z; iid standardne normalne slu¢ajne promenljive. Za
W =AZ:

1. Koja je raspodela od W = (W7, W3)?
2. Na¢i Cor(W7q, Wa).

Sazetak Za Zi,...,Z, iid standardne normalne sluc¢ajne promenljive, u € R, A
jedna matrica n putan,i W = AZ. Onda W ima multivarijantnu normalnu ili
multinormalnu raspodelu. To pisemo W ~ Multinorm(u, AAT).

Zovemo ¥ = AAT matrica kovarijacije, i X(i, j) = Cov(W;, W;). Gustina od W
je

fur(w) = 772 det (£) 1 exp (—%m )T - m)

Neka su 71, ..., 7, iid standardne normalne slucajne promenljive. Posto su Z; nezavisne,
poznavanje jedne od njih ne utice na znanje o drugim.

Ovo ¢ini proracun lakim, ali je loSe za modeliranje stvarnih podataka, gde ¢esto poznavanje
jednog faktora menja distribuciju drugog.

Na primer, za dve tehnoloske akcije, ako je jedna veca od proseka, druga bi takode mogla biti
veca. Rodna tezina medveda moze biti u pozitivnoj korelaciji sa dostupnom ishranom. Vreme
provedeno gledajuc¢i TV moze biti u negativnoj korelaciji sa stopom kriminala i tako dalje.

Stoga je korisno imati raspodelu gde svaka komponenta ima marginalnu raspodelu koja je
normalna, ali dozvoljavamo pozitivnu ili negativnu korelaciju izmedu razli¢itih komponenti.

Radi jednostavnosti, pocnimo sa dve standardne iid normalne slu¢ajne promenljive, Z; i Z5. Jedno
od nasih pravila za slu¢ajne promenljive je da je zbir nezavisnih normalnih slu¢ajnih promenljivih
takode normalna slu¢ajna promenljiva. Parametri (srednja vrednost i varijansa) su samo zbir
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parametara za originalne slucajne promenljive. Primenjujuci ta pravila dobijamo, na primer

1+ Ly ~ N(O7 2)
Zy — 275 ~ N(0,5),

gde —27 ima varijansu (—2)? a Z; ima varijansu 1 $to daje ukupan zbir 5.
Mozemo da napisemo ove jednacine koriste¢i matrice:

() (2)-(n)

gdeje A(1,1) =1, A(1,2) =1, A(2,1) = 1, A(2,2) = —2.
Pogledajmo kovarijansu izmedu Wy i Wa.

ili jednostavnije

Cov (W1, Ws) = Cov(A(l, 1)Z1 + A(1,2)Z2, A(2,1) 21 + A(2,2) Z5)
A(1,1)A(2,1) Cov(Z1, Z1) + A(1,1)A(2,2) Cov(Z1, Zs)

+ A(1,2)A(2,1) Cov(Zs, Z1) + A(1, 2)A(2, 2) Cov(Zs, Zs)

1)

AL DA2,1) + A(1,2)A(2,2).

Skracenje na kraju dolazi iz Cov(Z;, Z;) = V(Z;) = 11 Cov(Z1,Z2) = 0 posto su Z1 i Z
nezavisne. Ovaj poslednji rezultat ima specijalnu formu. A(1,1)A(2,1)+A(1,2)A(2,2) je skalarni
proizvod® prve vrste od A i druge kolone od A.

Ova ideja moze biti generalizovana na 71, . .., Z, iid standardne normalne, i

AZ =W,

gde je A matrica n putan i W ije n-dimenzioni vektor. Onda na sli¢an nacin kao gore, dobijamo
da je
COV(WZ', WJ) =T Cy,

gde je ri i-ta vrsta matrice A ac; j-ta kolona matrice A.

Posto se standardna devijacija obi¢no oznacava malim grckim slovom 51gma o, ova matrlca
kovarijanse se obi¢no oznacava velikim grckim slovom sigma, 3.
Iz onoga Sto smo ranije racunali, znamo da je

Y= AAT,

Ovde je AT transponovana matrica, gde su vrste i kolone zamenjene. Na primer,

(b2} pr_ (! 3
3 4 2 4

Kada imamo kovarijanse, mozemo dodati konstantu da promenimo oc¢ekivanje slu¢ajnih pro-
menljivih.

® unutrasnji ili tackasti proizvod; eng. dot product
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Definicija 74
Neka su 7y, ..., Z, be iid standardne normalne slu¢ajne promenljive . Za realnu matricu
A dimenzije n putan iy € R, kazemo da

W=AZ+pu

ima multivarijantnu normalnu ili multinormalnu raspodelu sa oc¢ekivanjem p i
kovajrijansom ¥ = AA”. To pisemo

W ~ Multinorm(p, ).

Tada je klju¢na ¢injenica o multinormalnim sledeca.

Cinjenica 105
Za W ~ Multinorm(u, X), E[W] = u,iza (i,7) € {1,2,...,n}% Cov(W;,W;) =
(i, 4)-

Primer 68
Pitanje dana. Pretpostavimo

A:((l) ‘31).

Neka je Z = (Z1,Z3), gde su Z; iid standardne normalne sluc¢ajne promenljive. Za

W =AZ:
1. Koja je raspodela od W = (W7, W5)?
2. Naci COI“(Wl, Wg).

Odgovor Posto je V matrica puta vektor iid standardnih normalnih slu¢ajnih promen-
ljivih, imace multivarijantnu normalnu raspodelu. Prvi parametar (vektor ocekivanja) je
nula vektor. Drugi parametar (matrica kovarijanse) je

=) 0)

Ove informacije mozemo iskoristiti za reSavanje problema.

Jowtoan (9 (2, )

COV(Wl, WQ)
V(W1)V(W2)

-3

COI‘(Wl, WQ) =

Primetimo da to znaci da varijanse pojedinacnih komponenti leze na dijagonali.
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Primer 69
Neka je (W1, Wa, W3) multivarijantna normalna sa o¢ekivanjem (1.2, —2, 3.4) i matri-
com kovarijanse
6.97 —-0.64 —-3.52
—0.64 6.8 —1.52
—3.52 —1.52 14.24

Koju raspodelu ima W5?

Resenje Sve marginalne raspodele za multivarijantnu normalu su same po sebi nor-

malne. Varijansa za V3 je (2, 2)-ti unos matrice kovarijanse. Otuda | V5 ~ N(—2,4.6) |

Cesto nam se ne da matrica A. Umesto toga, data nam je samo matrica kovarijanse 3. Ova
matrica kovarijanse ¢e uvek imati osobinu iz linearne algebre koja se zove pozitivna definitnost.
Uvek je moguce otkriti iz takve pozitivno definitne matrice $ta je matrica A tako daje ¥ = AA”.
Ovo se zove dekompozicija Holeskog’” za ..

Podsetimo se da je za standardnu normalnu slu¢ajnu promenljivu gustina

fz(2) = 77 Y2 exp(—2%/2).
Kada uzmemo X = p + 07, dobijemo gustinu

fx(@) =770 exp(=(1/2)((z — p)/0)?)

=20~ o (< (e - oo ) ).

Sli¢an rezultat vazi i za multivarijantnu normalnu.

Cinjenica 106
ZaW = (Wy,...,W,) ~ Multinorm(p, %) iw = (wy,...,w,), W ima zajedni¢ku
gustinu

fur(w) = 72 det(S) "2 exp (—%(w _ N — u)) .

Zadaci
30.1 Neka su Z1, Z5, Z3 iid normalne.

a) Koju raspodelu ima Z; + Zy + Z3?
b) Koju raspodelu ima 5 — 71 + 275 + 473?

30.2 Neka su Z1, Z5 iid normalne.

a) Koju raspodelu ima Z; + Z5?
b) Koju raspodelu ima Z; — Z5?

7 eng. Cholesky decomposition
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c) Koju raspodelu ima 477 — 275?
30.3 Za Zy, Zy, Z3 iid normalne neka su

Wi=214+ 2y — 275
Wo=—-Z1+23
Ws = Zs.

a) Naci Cov(Wq, W3).

b) Koju raspodelu ima(W7q, Wy, W3)?

30.4 Neka su 71, Zs, Z3, Z, iid standardne normalne sluc¢ajne promenljive. Neka je W; =
L1+ Lo+ 245 — Zy, Wo = Zy — Z3 + 474.

a) Na¢i V().
b) Naéi Cov(Wr, Ws).

30.5 Neka je (X1, X2, X3) multinormalni vektor sa o¢ekivanjem (2.3,1.8, —1.6) i matricom

kovarijanse
1.1 0 23
0 24 1.6
23 1.6 0.7

a) Koju raspodelu ima X?
b) Naci COV(Xl, Xg).

30.6 Neka je (Y7,Y3,Y3,Yy) multinormalni vektor sa ocekivanjem (0, 0,0,0) i matricom
kovarijanse
4.3 6.2 —-23 26

6.2 34 —1.7 105
-23 —-1.7 10 4.7
26 105 4.7 42

a) Koju raspodelu ima Y5?
b) Kolika je Cov(Y1, Yy)?






Glava 31

Statistike poretka

Pitanje dana Neka su Uy, Us, U3, U, iid uniformne slucajne promenljive na intervalu
[0, 1]. Koja je gustina drugog najmanjeg broja od ta Cetiri?

Sazetak Statistike poretka slucajnih promenljivih (Xi,...,X,,) je vektor
(X(1),--->X(n)) takav da postoji permutacija f : {1,...,n} — {1,...,n} tako
da X (i) = Xy, 1

X=X < s Xy

Pretpostavimo da su X1, ..., X, iid sa istom raspodelom kao X. Ako X ima gustinu
fx uodnosu na Lebegovu meru, i cdf F'y, onda je gustina i-te statistike poretka data
sa

n—1

o6 =7 ) Pl e (1 = Fx ()

Statistike poretka® vektora imaju iste vrednosti kao i sam vektor ali poredane od najmanje do
najveée. Na primer, ako je vektor jednak

(3.1,2.8,1.7,8.1,—1.2,2.8, 3.6),
onda bi statistike poretka bile
(-1.2,1.7,2.8,2.8,3.1,3.6,8.1).
Ako bismo originalne komponente vektora oznacili pomocu indeksa
(X1,22,..., %),

onda koristimo indekse okruzene zagradama da naznacimo da su to statistike poretka. Dakle,
notacija za statistike poretka bi bila

(Z’(l), 1‘(2), e ,Ji(n)).

U pitanju dana, (Uy, Uz, Us, Uy) su slucajne promenljive, tako da su statistike poretka

(Uny,Ug2), Uy, Ugy)

8 eng. Order statistics
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takode slucajne promenljive.

Pitanje dana postavlja pitanje o drugom najmanjem broju, koji bi bio U() koriste¢i notaciju
statistike poretka.

Pogledajmo P(U(s) € da). To znaéi da je bar jedna uniforma blizu a, dok je tacno jedna uniforma
ispod a, a jo$ 2 uniformne su iznad a. Za jednu uniformnu U, P(U € da) = 1(a € [0,1]) da.
Otuda, za a € [0, 1],

P(U) € da) = (5)(1(a € [0,1]) da) G) (a)(1 — a)* = 20a(1 — a)*1(a € [0,1]) da.

Ovde je 5 broj izbora medu uniformnim za odabir one koja ¢e biti blizu a, da je verovatnoca da je
uniformna koja je izabrana zapravo unutar intervala Sirine da koji okruzuje a. Faktor (111) je broj
nacina da se izabere koja od cCetiri preostale uniformne je ispod a, a a je $ansa da je ta uniformna
zapravo ispod a. Konaéno, (1 — a)? je verovatnoéa da su preostale dve uniformne iznad a.

I
R S

0] a 1

Ovo je Beta raspodela sa parametrima 2 i 3. To piSemo U g) ~ Beta(2, 3).
Uopsteno govoreci, vazi sledeca ¢injenica.

Cinjenica 107
Neka su Uy, .. ., Uy, iid Unif([0, 1]). Onda

Uiy ~ Beta(i,n —i +1).

31.1  Formula za gustinu statistike poretka

Za neprekidne slucajne promenljive, ovaj isti argument se moze generalizovati da bi se dobio
slede¢i metod za izracunavanje gustine statistike poretka .

Cinjenica 108
Za X1, ..., X, nezavisne sa istom raspodelom kao X koja ima gustinu fx u odnosu na
Lebegovu meru, neka je F'y cdf od X. Onda i-ta statistika poretka ima sledec¢u gustinu

oty =n( 1y ) Px(e (a1 - Py

u odnosu na Lebegovu meru.

Dokaz. Nekasu X1,..., X, iid sacdf F'x,inekajei € {1,...,n}. Onda za i-tu statistiku poretka
da bi bila manja od a, bar ¢ vrednosti medu X; moraju biti najvise a. Tako je

P(X <o) = (j) Fx(ay (1 - Fx(a))" .

Diferenciranje daje

fxo(@) =3 (’;) i Fe(a) ™ fx(@)(1 = Fx(a)"™ = (n = 5)Fx(a)! (1 = Fx(a))" ™ fx(a)]

n
Jj=1
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Pogledajmo sada

) =3 () Pty Px(r = n e @) o),

(n_j)(j>FX( ) (1 —Fx(a))n—j—l :nwFX( ) (1 _FX(a))n—j—l

jl(n = j)!
(n—1)!
iln—j— 1)
= f(n,j+1).

Fx(a)’(1 = Fx(a))"™~"

Tako da je zbir po j od i don

§to je teleskopska suma. Kada je j = n,n — j = 0, tako da je zadnji ¢lan f(n,n + 1) = 0,1 od
sume ostaje samo f(n, j). Otuda je

Fxi (@) Z ( > a)’ " fx(a)(1 = Fx(a))"™ = (n = j)Fx(a) (1 - Fx(a))"™ fx(a)]

Fn ) fx(a)
(’; ) @) fx(a)(1 — Fx(a)"~

3

Zadaci
31.1 Neka su X3, X5, X3 iid sa gustinom f(s) = s/2-1(s € [0,2]).
a) Koja je gustina od X(1)?
b) Izracunaj E[X(4)]?
31.2 Neka su T3, T, T3 iid Exp(3). Naci gustinu od 7{9)?

31.3 Datoje P(X =0) =0.3,P(X =1) =0.5,i P(X = 2) = 0.2. Neka su X, X2, X3 iid
sa istom raspodelom kao X.

a) Koja je raspodela od X1)?
b) Naci E[X(Q)P

31.4 Neka X ima gustinu
fx()=021(X =1)+0.71(X =9) + 0.11(X = 13).
Neka su X7, Xo, X3 iid kao X. Skicirati kumulativnu f-ju raspodele za X ).

31.5 Kolika je $ansa da za tri iid uniformne na intervalu [0, 1], srednji od tri broja pada u
interval [1/3,2/3]?

31.6 Kolika je Sansa da je za jedanaest iid uniformnih nad [0, 2| srednji broj izmedu 0.9 1.1?






Glava 32

Merljive funkcije i slucajne promenljive

Pitanje dana Mogu li slucajne promenljive biti predstavljene kao funkcije?

Sazetak Za merljive prostore (€2, 1)1 (€2, F2), funkcija X : Q; — Q9 je merljiva
ako za svakol A € Fy, skup {a € Q1 : X(a) € A} € Fi. Ako merljivi prostor
(€21, F1) ima jos i raspodelu verovatnoce P, onda X indukuje drugu raspodelu vero-
vatnoce na {2y zvanu raspodela od X, i X se zove slucajna promenljiva.

Slucajna promenljiva je predstavljala broj o kome imamo delimi¢ne informacije. To je sustina slu-
¢ajne promenljive, ali nije od velike pomoc¢i kada su u pitanju rigorozni dokazi. Dakle, matematicari
su razvili drugi pogled na slucajne promenljive, a to je da su one funkcije. Posto se funkcije mogu
definisati u terminima skupova, ovo svodi verovatnoc¢u na teoriju skupova, koja je bila popularan
oblik matematickih osnova u prvoj polovini dvadesetog veka.

Da se objasni ovaj proces, po¢nimo sa merljivim prostorom. Zapamtite da je to skup kao sto
je 1, zajedno s akolekcijom podskupova od €2; koja formira o-algebru. Nazovimo o-algebru Fj.
Zvacemo F; merljivim skupovima. Posto {21 poseduje merljive skupove, sada mozemo kreirati
raspodelu verovatnoée Py : F; — [0, 1].

Sledece, pretpostavimo da imamo drugi skup {25 sa svojim sopstvenim merljivim skupovima Fo.
Konac¢no, pretpostavimo da imamo funkciju X : €21 — {29 koja uzima elemente iz (2; i slika ih u
elemente iz (9.

Znadi vrednosti X (a) uvek leze u Q9. Neka je A C 9. Onda je dogadaj tipa {X € A}
matematicka skracenica za sledece:

{XeA}={aecQ:X(a) € A}.

(Skup {X € A} je takode poznat kao inverzna slika skupa A funkcije X.)
Da bi ovaj dogadaj { X € A} nesto znacio, zelimo da ovaj novi dogadaj bude merljiv u F;. To je
motivacija iza sledece definicije.

Definicija 75
Neka su (Q1,F1) 1 (Q2, F2) par merljivih prostora. Neka X : 7 — 3. Onda je X
merljiva funkcija ako

(VA e F){a: X(a) € A} € F).

197
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Ovo je ekvivalentno tome da kazemo da za sve merljive dogadaje A u F», Zelimo da inverzna
slika { X € A} bude merljiva u F;.

Primer 70
Uzmimo Q; = [0, 1], Qo = {3,4},1 F = {0, {3}, {4}, {3,4}}.
Razmotrimo funkciju
X =3+1(a <0.3).

Koje dogadaje mora da sadrzi F; da bi X bila merljiva funkcija?
Resenje Inverzne slike merljivih dogadaja u F> daju
{X=4}={Xe€{4}} ={a: X(a) € {4}} =10,0.3].

Sli¢no
{X=3}=(03,1], {Xeb}t=0, {Xe{3,4}}=][0,1].

Tako je X merljiva funkcija ako i samo ako

{@’ [07 0'3]’ (0'37 1]7 [07 1]} g Jrl-

Dakle, u ovom trenutku, ako je A merljivo u 29, onda je { X € A} merljivo u §2;. Pretpostavimo
sada da imamo meru verovatnoce nad ;. Tada se {X € A} moze dodeliti verovatnoc¢a. Ta
verovatnoca je naravno raspodela od X

Py (A) = P(X € A).

Definicija 76
Ako je X : Q1 — Q9 merljiva funkcija i P mera verovatnoce nad 1, onda je Px (A) =
P(X € A) mera verovatnoce nad {22, i X je jedna slucajna promenljiva.

Zapamtite da kao i sve takve definicije, i ova nam pomaze da dokazemo teoreme i Cinjenice,
ali ne pomaze u na$oj intuiciji. Intuicija ostaje ista kao pre: svaka razumna funkcija uniformne
slucajne promenljive je jedna slucajna promenljiva.

Zadaci

32.1 Uzmimo Q; = [0,1]1Qy = {1, 2, 3}. Neka je funkcija Y : € — 9 definisana sa
Y(y) =1+ 1(y € [0.4,0.6]) + L(y € [0.5,0.7]).
Naéi Y~1({2}).
32.2 Nekaje Q3 = [—1,1]iQy = [0,5]. Za X : Q3 — Q4 definisano kao
X(z) =22,

na¢i X 1([0.5,1.5]).
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32.3 Uzmimo Q; = [0,1], Q2 = {1,2,3},1
Fo =A{0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}.
ZaY : Q1 — o, neka je
Y(y)=1+1(y € [0.4,0.6]) + 1(y € [0.5,0.7]).
Koje skupove mora da sadrzi JF; (sigma algebra nad €2;) da bi Y bila merljiva funkcija?
32.4 Uzmimo Q3 = [—1,1]1 Q4 = [0,5]. Za X : Q3 — Q4 definisano kao

X(z) = 22,

Fy={0,[0.5,1.5],[0,0.5) U (1.5,5],[0,5]},
koje skupove mora sadrzati F; (sigma algebra nad €24) da bi X bila merljiva funkcija?
32.5 Nastavljajuéisa Y od ranije, ako je P; nad 21 uniformna, koliko je P(Y < 2)?

32.6 Nastavljajuéi sa X od ranije, ako je IP3 nad 23 uniformna, koliko je P(X < 0.3)?
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Glava 33

Upoznavanje sa slu¢ajnoscu

Sazetak U ovim vezbama Cete razumeti osnovno ponasanje sluc¢ajnih promenljivih
kroz upotrebu programskog okruzenja R. Komanda sample moze se koristiti za
dobijanje sluc¢ajnih promenljivih iz razli¢itih raspodela. Komanda hist moze se

koristiti za sumarizaciju podataka.

Uputstva U ovim prvim vezbama naucicemo kako se koristi programsko okruzenje R kako bismo
saznali viSe o verovatnoc¢i. Ove vezbe su podeljene na dva dela da biste mogli da procenite svoj
napredak.

Pre nego sto pocnete Budite sigurni da je na va$ rac¢unar ili laptop instalirana najnovija verzija
R i RStudio softvera.

« MoZetena¢iRnahttps://www.r—project.org/. Kliknite na link da daunloadujete
R u prvom paragrafu, i nastavite odatle dalje.

« RStudio je IDE za R koji mozete preuzeti sa lokacije na adresi https://posit.co/
products/open-source/rstudio/. Kliknite na dugme DOWNLOAD RSTUDIO
u gornjem desnom uglu veb stranice. Obavezno preuzmite RStudio Desktop a ne
RStudio Desktop Pro.

Prvi deo Za pocetak, pokrenite RStudio, integrisano razvojno okruzenje (IDE) za R. U donjem
levom prozoru ce biti konzola. Tu mozZete uneti komande i videti $ta R radi.

« Pocecemo sa jednostavnom aritmetikom. Upisite

3+ 5

Imajte na umu da R vraca [1] 8. 8 je naravno odgovor za 3 + 5, [1] oznacava da je 8 prvi
broj u izlazu. Unesite da koristite R da izracunate 141 + 232 — 14 i zabelezite svoj odgovor.

« Korisno je koristiti R za generisanje nizova. Probajte

1:6
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i zabelezite rezultat.

Sada ¢emo baciti Sestostranu fer kockicu. Probajte

sample(1l:6, 1)

i zabelezite rezultat.

Sada pokusajte sa sledecom komandom sample (1:6, 1) tri puta. Ne morate ponovo
kucati komandu tri puta, koristite strelicu prema gore da biste dobili prethodno koriscene
komande u R.

R naravno moze izvudi tri broja iz niza tako $to cete proslediti vise parametara funkciji
sample. Unesite:

sample(1:6, 3)

i zabeleZite rezultat.

Primetite da su vraceni brojevi svi razliciti. To je podrazumevano ponasanje za komandu
sample. Mozete videti da ovo izaziva probleme kada pokusajte da uzorkujete vise vrednosti
nego sto ima u skupu. Unesite

sample(1l:6, 7)

Prijavite poslednjih pet re¢i poruke o gresci koju daje R.

Da bismo saznali vise o sample, mozemo staviti ? ispred komande da bi usli u help. Ekran
pomoci se pojavljuje u desnom uglu. Unesite

?sample

Koja su prva dva parametra komande sample?

« Da bismo dobili uzorkovanje sa vracanjem, moramo da dodamo jo$ jedan parametar. Unesite

sample(1:6, 7, replace = TRUE)

(Imajte na umu da su TRUE ovde sva velika slova.) ZabeleZite rezultat.
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+ Sada zadrzimo vas uzorak u drugoj promenljivoj. U R-u, <- komanda dodeljuje vrednost
imenu promenljive. Zato pokusajte

x <= 5
y <= 3
X +y

Sacuvajte svoj odgovor.

« Sada stavimo na$ slu¢ajni uzorak u promenljivu. Unesite
results <- sample(l:6, 7, replace = TRUE)

print (results)

i saCuvajte rezultate.

« Hajde da napravimo puno bacanja postenih Sestostranih kockica, i pogledamo histogram
rezultata. Unesite
results <- sample(l:6, 1077, replace = TRUE)

hist (results)

i skicirajte rezultat.

« Niz 1:6 je primer vektora u R. Da bi kreirali vektor ru¢no mozete koristiti komandu c ? .
Unesite sledece
die <- e(1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 6, 7)
print (die)

ZabeleZite rezultat.

+ Sada ¢emo uzeti uzorke iz ove raspodele. Unesite
results.die <- sample(die, 1077, replace = TRUE)

hist (results.die)

i skicirajte rezultat.

"y

% ¢ je od engleskog “combine"$to znaci spojiti - prim. prev.
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+ Ako Zelimo da vidimo sedmi unos iz results.die, mozemo koristiti cetvrtaste zagrade.
Unesite

print (results.die[7])

i zabeleZite rezultat.

« Da biste videli prvih deset unosa results.die, kombinujte zagrade sa zapisom niza.
Unesite

print (results.die[1:10])

i zabelezZite rezultat.

+ Mozemo da proverimo koji od prvih 10 unosa su jednaki 1 koriste¢i == komandu. Unesite

print (results.die[1:10] == 1)

Da li se obrazac TRUE i FALSE podudara sa onim §to ste mislili?

+ Ako primenimo numericku funkciju na izlaz, onda ¢e ona pretvoriti TRUE u 1 i FALSE na 0.
Unesite

sum (results.die[1:10] == 1)

Sacuvajte rezultat.

« Mozemo proceniti verovatnocu da se pojavi 1 uzimajuci broj jedinica koje se pojavljuju i
deljenjem sa brojem izvlacenja. Unesite

sum(results.die == 1) / length(results.die)

Sacuvajte rezultat. Da li ste to i ocekivali?

Drugi deo U ovom drugom delu vezbi naucicete o funkcijama min, max, i sumuR.

« Funkcija min nalazi najmanju vrednost u vektoru. Unesite

v <= ¢ (10, 4, 7)
min (v)

Sacuvajte rezultat.

« Funkcija max nalazi najvecu vrednost u vektoru. Unesite

max (v)
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Sacuvajte rezultat.

Komanda sum nalazi zbir vrednosti u vektoru. Unesite

sum (V)

Sacuvajte rezultat.

Ove komande mozemo koristiti na viSestruka bacanja nase Sestostrane kocke. Unesite

min (sample(l1:6, 3, replace = TRUE))

i zapisSite rezultat. Ovo je najmanja vrednost medu tri bacanja postene Sestostrane kocke.

Koja je verovatnéa da je min{ X1, Xo, X3} = 1 gde su X, X9, X3 ~ Unif({1,...,6}) neza-
visne i sa istom raspodelom (skraceno iid)? (Savet: moglo bi biti laks$e izrac¢unati komplement
ovog dogadaja.)

Hajde da testiramo vas odgovor simulacijom. Prvo, moramo da generisemo gomilu izvlacenja
minimuma od tri bacanja. Mozemo koristiti komandu replicate u R dabismo ovo postigli.
Unesite

results <— replicate (1076, min (sample(l:6, 3, replace = TRUE)))
hist (results)

i skicirajte svoje rezultate. Zato §to koristimo funkciju minimuma, rezultat je blize o.

Procenite verovatnocu da se dogodio 1 sa

sum(results == 1) / length(results)

ZabeleZite rezultat.

Sada isprobajte funkciju maksimum sa

results <— replicate (1076, max(sample(l:6, 3, replace = TRUE)))
hist (results)
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i skicirajte rezultat.

« Na kraju (ali ne i najmanje vazno) pokusajmo da saberemo tri bacanja kockica, i skiciramo
histogram.

results <— replicate (1076, sum(sample(l:6, 3, replace = TRUE)))
hist (results)

« Ranije smo koristili naredbu sample za uzimanje iz skupa objekata sa vracanjem, ali §ta
ako uzimamo bez vracanja? Tada imamo posla sa slu¢ajnom permutacijom objekata. Unesite
letters <= c¢('a’, 'a’", "a’, "b’, 'b")
perm <-— sample(letters)
print (perm)

ZabeleZite rezultat.

« Imajte na umu da iako smo koristili jednostruki navodnik ’ u definisanju promenljive
letters, R stampa rezultat koristec¢i dvostruki navodnik ". U stvari, mozete koristiti
ili jednostruki ili dvostruki navodnik u definisanju slova (koja se koji se nazivaju stringovi u
vecini racunarskih jezika).

Kolika bi trebalo da bude verovatnoc¢a da slovo ‘a‘ padne na tre¢u poziciju?

 Sada hajde da to testiramo kroz simulaciju. Unesite
results <— replicate (1075, sample(letters) [3] == "a’)
sum(results) /length (results)

Zabalezite svoju ocenu.

« Koristili smo sum (results) /length (results) da dobijemo proseé¢nu vrednost vek-
tora rezultata, ali postoji zapravo komanda u R koja radi i jedno i drugo istovremeno. Probajte

\mean (results)

« Pokusajte da ocenite verovatnocu da se ’a’ nalazi se na Cetvrtoj poziciji. Da li je pozicija
vazna za verovatnocu?
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+ Pokusajte da ocenite verovatnocu da se ’b’ nalazi se na 3. poziciji.






Glava 34

Neprekidne slucajne promenljive

Sazetak U prvom delu vezbi naucicete da koristite komande runif za generisanje
slu¢ajnih promenljivih uniformnih nad [0, 1]. U drugom delu naucicete o statistikama
poretka i komandi sort .

 Unesite komandu
runif (1)
Ovo generise jedan uniformni slu¢ajni broj u intervalu [0, 1]. Unesite komandu tri puta i

zabeleZite svoje rezultate. Usput, ne morate ponovo da kucate komandu tri puta: koristite
taster sa strelicom nagore da ponovo izdate komande koje koji ste prethodno koristili u R.

+ Imajte na umu da je R mogao da generiSe sva 3 broja odednom promenom parametar dat
runif. Unesite

runif (3)

i zabeleZite svoje rezultate.

« Sada stavimo 1000 nasumi¢nih iid uniformnih [0, 1] brojeva u niz sa
a <= runif (1000)
Sada otkucajte a. Mozete videti da prikazuje brojeve. Mozda je korisniji graficki prikaz.
Unesite
plot (a)
Na z-osi su brojevi od 1 do 1000, koji pokazuju koja uniformna se prikazuje. Na y-osi su
konkretni brojevi, koji su svi izmedu 0 i 1. Sada pokusajte

hist (a)
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da bi dobili histogram dobijenih brojeva. Skicirajte rezultujuci grafik.

Za razliku od diskretnih sluc¢ajnih varijabli iz nasih poslednjih vezbi, za neprekidne slucajne
promenljive ne postoji lak nacin da se vidi koliko traka treba da bude u histogramu. Histogram
¢e verovatno podrazumevano sadrzati oko 10 traka, ali mozemo to promeniti tako sto ¢emo
proslediti parametre funkciji hist. Mozemo kreirati naprednije nizove brojeva u R koristeci
komandu seq. Unesite

seq(0, 1, by = 0.1)

Sta dobijate?

Hajde da napravimo vise traka koriste¢i komandu seq da bismo dali granice histograma.
Unesite

hist (a, seq(0, 1, by = 0.05))

Koliko traka ima u histogramu?

Nas histogram izgleda pomalo neuredno, pa hajde da pove¢amo broj uniformnih koje kori-
stimo. Pokusati

hist (runif (10~6), seq(0, 1, by = 0.05))

Koja je ucestalost svake trake?

Mozete dobiti ugradenu pomo¢ za komandu hist koris¢enjem ?hist u R. Uvek ? ispred
komande daje pomoc¢ za tu komandu. Naravno, uvek mozete nauciti o komandi u R guglanjem.
Ako pokusate ?hist, videcete da postoji parametar probability kojije logicka negacija
parametra freq. Unesite slede¢u komandu

hist (runif (100000), seqg(0, 6, by = 0.05), freg = FALSE)

Koja je sada oznaka na y-osi?

Za razliku od diskretnih uniformnih slucajnih promenljivih, kontinuirane uniformne pro-
menljive mogu se Siftovati i skalirati. Pocnimo sa skaliranjem. Unesite

results <= 3 % runif (1076)
hist (results, seq(0, 3, by = 0.05), freq = FALSE)
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Skicirajte rezultujuci histogram.

« Rezultat mnoZenja uniformne nad [0, 1] sa 3 je skaliranje intervala. Dobijena slucajna
promenljiva je sada uniformna preko [0, 3]. Sada hajde da pomerimo uniformnu dodavanjem
broja 2. Ovo ¢e u¢initi novu slu¢ajnu promenljivu uniformnom nad [2, 5].

results <-— 3*%runif (1076) + 2

hist (results,seq (0, 6,by=0.05), freg=FALSE)

Skicirajte rezultujuci histogram.

+ Ovo je ocena funkcije gustine uniformnih. Hajde da da pogledamo gustinu funkcije kvadrata
uniformnih. Unesite

hist (runif (100000) "2, breaks = 20, freq = FALSE)

i skicirajte rezultat. Ovo je ocena gustine za kvadrat uniformnih. Prisetite se da kvadriranje
broja izmedu 0 i 1 ¢e ga uciniti manjim, tako da ovo gura gustinu prema manjim vrednostima.

+ Ponovimo, ali sa funkcijom kvadratnog korena
hist (runif (100000)~(1/2), breaks = 20, freq = FALSE)
i skicirajte rezultat. Ovo je ocena gustine za kvadratni koren uniformnih. Zapamtite da

uzimanje kvadratnog korena broja izmedu 0 i 1 ¢e ga uciniti ve¢im, tako da ovo gura gustinu
prema vrednostima blize 1.

« Zatim uradimo ovo za negativnu log funkciju

hist (-log(runif (100000)), breaks = 20, freq = FALSE)
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i skicirajmo rezultat.

« Sada probajmo da ocenimo nessto tipa P(U; < UZ), gde su U; i Us nezavisne unifiormne
nad [0, 1]. Poku$ajmo

mean (runif (1076) <= runif (1076)"2)

Prikazite svoj rezultat. Da li ste ovo i ocekivali?

« Iskoristite istu ideju da ocenite P(U; < U3).



215

Drugi deo U ovom delu vezbi proucavacemo takozvane statistike poretka slucajnih promenljivih.
Prve statistike poretka koje ¢emo ispitati su maksimum i minimum sluc¢ajnih promenljivih.

+ Jos dve funkcije koje ¢emo mnogo koristiti u ovom kursu su max i min. Unesite

max (10, 14)

i zabeleZite rezultat.

+ Sada generisete maksimum dva uniformna slucajna broja.

max (runif (2))

Zelimo da uradimo ovu akciju mnogo puta, pa éemo koristiti komandu replicate

a <— replicate (10000, max (runif (2)))
hist (a, breaks = 20, freg = FALSE)

Skicirajte rezultuju¢u ocenu gustine.

« Koliki je opseg gustine (y-osa)?

« Sada generiSite jednak broj sluc¢ajnih promenljivih koji je maksimum tri nezavisne uniformne,
i skicirajte rezultujuci histogram.

+ Jos jedna korisna funkcija je sum. Unesite sledece.

a <— replicate (10000, sum(runif (2)))
hist (a, breaks = 20, freg = FALSE)

Skicirajte rezultat.

« Uradite istu stvar, ali sa 100000 replika i zbirom 10 uniformnih.
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« Maksimum je najveci od uniformi, a minimum je najmanji. Kako da dodemo do srednjeg?
MozZemo da iskoristimo komandu sort u R. Unesite

sort (runif (3))

i prikazite rezultat.

« Drugi element ovog vektora mozemo izabrati pomocu sort (unif (3)) [2]. (Imajte na
umu da koristimo zagrade [2] oko 2 kada biramo elemente iz vektora.)

b <= replicate (10000, sort (runif (3))[2])
hist (b, breaks = 20, freq = FALSE)

i skicirajte rezultat. Obratite paznju na to kako koriste¢i ovu srednju vrednost veca je
verovatnoc¢a da ¢emo dobiti broj u sredini intervala [0, 1] nego sa obi¢nom uniformnom.

+ Kada sortirate slucajne promenljive X7, X9, X3 kreirate ono $to zovemo statistike poretka.
Napisane su pomocu zagrada oko indeksa, dakle

Xy = X(g) < X(3)-

Na primer, ako je X7 = 0.34, X9 = 0.151 X3 = 0.75, onda je X1y =0.15, X(9) = 0.34 1
X(3) = 0.75. Probajte da generisete 100 uzoraka trece statistike poretka od 10 unfiormnih, i
skicirajte histogram rezultata.

« Hajde da razmotrimo kako izracunati

Ovo govori da je drugi najmanji broj manji od 0.3, a tre¢i najmanji od brojeva je najmanje 0.3.
Da bi se ovo desilo, ta¢no dve uniformne moraju biti najvise 0.3, a ta¢no osam uniformnih
mora biti najmanje 0.7. Postoji 10 nad 2 nacina da se izaberu male uniformne, i zatim su
velike uniformne one koji ostaju. Sansa da su odabrane uniformne male je 0.3%, a $ansa da
su neodabrane uniforme velike je 0.7%. Dakle, sve u svemu, $ansa je

<2 >O.3 0.7°.

Mozete naéi ovu vrednost u R koristeéi

choose (10, 2) = 0.372 % 0.7"8
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Kolika je ova verovatnoca?

Pokus$ajmo sada da ocenimo ovu verovatnocu simulacijom. Moramo da generisemo sluc¢ajnu
promenljivu koja je 1 ako je X(9) < 0,21 X3y > 0,310 u suprotnom. Da bismo to uradili,
moracemo da repliciramo dve komande. Vise komandi se moze kombinovati u R u jednom
redu pomocu simbola tacke i zareza ; . Stavicemo ovo u viticaste zagrade { i} da ozna¢imo da
komande treba spojiti.

{v <= sort (runif (10)); as.integer (v[2] < 0.3 & v[3] >= 0.3)}

Prikazite rezultat.

Uzgred, sluc¢ajna promenljiva koja je ili 0 ili 1 se zove Bernulijeva ili indikatorska slu¢ajna
promenljiva. Zove se indikatorska sluc¢ajna promenljiva jer moze biti napisana pomocu
indikatorske funkcije.

Y = ]l(X(Q) < 0.3, X(g) > 0.3).

Sada, jedan uzorak iz raspodele Y nije od velike pomo¢i. Uradimo ovo milion puta i zabeleZimo
rezultate.

results <- replicate (1076, {v <—- sort (runif (10)); as.integer (v
[2]1<0.3 & v[3] >= 0.3)1})
mean (results)

(Imajte na umu da ova prva komanda moze potrajati u zavisnosti od brzine vaseg ra¢unara.
Prvo je isprobajte sa 10%, a zatim 10° da biste dobili predstavu o tome koliko ¢e dugo trebati
106.) Prikazite svoju ocenu.

Izrac¢unajte ta¢no sledecu verovatnoéu za X1, ..., X iid Unif([0, 1]).

]P)(X(4) < 0.5,X(5) > 0.5).

Sada ocenite gornju verovatnoéu koristec¢i 10° uzoraka iz 1 (X (4) < 0.5, X(5)). Prikazite svoj
rezultat.

Sada razmotrite drugac¢iji problem. Pretpostavimo da su7; ~ Exp(1)i75 ~ Exp(2) nezavisne
eksponencijalne slu¢ajne promenljive. Zatim, posto 75 ima veci parametar, imacée tendenciju
da bude manja od 7. Ali kakva je sansa da se to desi? Da biste saznali, prvo razmislite o
generisanju kopija 77 i 75 sluc¢ajnih promenljivih uniformno, i uporedujte jedan po jedan.
Unesite
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n <-= 1076

tl <= -log(runif (n))

t2 <= -log(runif(n)) / 2
mean (t2 <= tl)

i prikazite svoju ocenu.

« Oceniti verovatnoéu da je 17 ~ Exp(1) veliko bar koliko i 75 ~ Exp(3) ako su slu¢ajne
promenljive nezavisne.
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Uslovljavanje

Sazetak Delimicne informacije o slu¢ajnoj promenljivoj se mogu kodirati pomocu
uslovljavanja. Pisemo P( A| B) za verovatnoca da se dogodi A ako se dogodi B. Formula
uslovne verovatnoce je (za P(B) > 0)

P(A|B) =

Prvi deo Jedan od nacina razmisljanja o verovatno¢i dogadaja je da se eksperiment izvodi
istovremeno u beskona¢nom broju paralelnih univerzuma. Procenat univerzuma gde se taj dogadaj
desi je verovatnoca dogadaja. Ovakav nacin razmisljanja o verovatnoci naziva se frekvenisticka
interpretacija i daje nam nacin da procenimo verovatnoce izvodenjem nezavisnih eksperimenata.

+ Po¢nimo sa generisanjem uniformnih sl. prom. nad {1, ..., 10}. Imajte na umu da ¢emo
uraditi eksplicitno podesavanje parametara u slede¢oj komandi. Ovim na¢inom ne moramo
da pamtimo kojim redosledom se parametri unose.

sample (x=1:10, size = 5, replace = TRUE)

Sacuvajte dobijeni uzorak.

« Sada uradimo istu stvar, ali sa parametrima unesenim drugacijim redosledom.

sample (size = 5, replace = TRUE, x = 1:10)

« Sada pokusajte da generiSete 7 iid uzoraka iz {1,...,10}. Napisite niz komandi koje ste
koristili.

+ Hajde sada da napravimo gomilu ovakvih izvlacenja. Unesite

results <- sample(x=1:10, size = 1076, replace = TRUE)
head (results)
length (results)
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GLAVA 35. USLOVLJAVANJE

Koliko elemenata ima vektor results?

Iscrtajte histogram ovih rezultata komandom

hist (results, breaks = 0:10)

i prikazite rezultate.

Za dogadaj A, moZemo proceniti verovatnocu da se dogodi A ra¢unajuci od nasih pokusaja,
koliko ih je palo u A. Na primer, za A = {1, 2, 3,4}, unos

results[1:10] <= 4

vraca vektor ¢ije su vrednosti TRUE ili FALSE. Ako iskoristimo
sum(results[1:10] <= 4)

onda se sve TRUE vrednosti pretvore u 1, a FALSE vrednosti u 0 i sabrane nam govore koliko
ima istinitih uslova. Koliko je TRUE vrednosti bilo u vasih prvih deset uniformnih?

Sada ¢emo oceniti P(U € A) preko

sum (results <= 4) / length (results)

To nam govori koliki je procenat uniformnih iz izvla¢enja od njih 10° bilo manje jednako 4.
Umesto da iskoristimo sum i length pa ih podelimo, mozemo iskoristiti i mean. Unesite

mean (results <= 4)

i prijavite svoj rezultat.

Da izaberemo neke elemente iz results, mozemo da iskoristimo results[1:10]. Probajte
ovo i zabelezite rezultat.

Mozemo koristiti logicki uslov da pronademo elemente koji zadovoljavaju odredeni kriterijum.
Prvo stavljamo prvih deset elemenata rezultata u x. Zatim vra¢amo samo one elemente x
koji su najvise 6.

X <= results[1:10]

print (x)

print (x[x <= 6])

ZabeleZite rezultat.
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Poslednja komanda je odabrala prvih deset unose results koji su bili najvise 6. Hajde sada
da uradimo to za ceo milion unosa.

r6 <— results[results <= 6]

Koliko elemeneta ima u r6?

Hajde sada da nacrtamo histogram r6

hist (r6, breaks = 0:10)

i prikazimo rezultate.

Koriste¢i notaciju uslovljavanja kazemo da za X ~ Unif({1,...,10})
[X|X < 6] ~ Unif({1,2,...,6}).

Koja je raspodela od [X|X < 3]?

U redu, hajde da koristimo nase uniformne za kreiranje dogadaja i testiranje formule uslovne
verovatnoce. Podsetite se da za slucajne promenljive X i Y, ako je P(X € A) > 0,

P(Y € B,X € A)
P(X € A)

P(YeB|Xe€A) =

Ako je U ~ Unif({1,...,10}), uzmimo A = {1,2,3,4} i B = {3,4,5,6,7}. Formula
uslovne verovatnoca onda kaze

P(UGA\UEB):%

Jos uvek imamo 10° uniformnih u results. Prvo ocenimo P(U € B) sa

sum(results <= 7 & results >= 3) / length(results)

Primetimo da karakter & predstavlja logicko i u R. To znaci da oba broja moraju biti najvise 7
i najmanje 3 da bi ovaj uslov bio istinit. Zabelezite dobijenu ocenu.

Zatim ocenite verovatnoc¢u da je nas rezultatiu Aiu B.

sum(results <= 7 & results >=3 & results <= 4) / length(
results)

Zabelezite dobijenu ocenu za P(U € AN B).
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« Dakle, nasa ocena P(U € A|U € B) je ocenaza P(U € A, B)/P(U € B). Sacuvajte ovu

ocenu.

+ Sada hajde da pokusamo da direktno uslovljavamo. Prvo napravite vektor ub koji sadrzi
uniformne uslovljene da leze u B. Onda vidite koliko njih upadaju u A.

ub <= results[results <= 7 & results >= 3]
sum(ub <= 4) / length (ub)

Zabelezite ocenu za P(U € A|U € B). Kako se ona poredi sa naom prethodnom ocenom?
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Drugi deo
Bajesovo pravilo

« Jedna od klasi¢nih gresaka u verovatnod¢i je mesanje P(A|B) (verovatnoca da se desi A ako
se dogodi B) i P(B|A) (3ansa da se dogodi B ako se dogodi A.) Hajde da se pozabavimo
ovim putem eksperimenta. Pretpostavimo da je U ~ Unif([0,1]),1 A = {U € [0,0.3]}, dok
je B={U € [0.2,0.4]}. Prvo da ocenimo P(A|B):

results <= runif (1076)
mean (results[results <= 0.4 & results >= 0.2] <= 0.3)

Imajte na umu da deo results <= 0.4 &results >= 0.2] zadrzava uniformne samo
u intervalu [0.2, 0.4]. Ovo je uslovljavanje na B. Tada je deo <= 0.3 ocena verovatnoce da
se A dogodi ako je dato B. ZabelezZite dobijenu ocenu.

« Hajde sada da pokusamo obrnuto i ocenimo verovatno¢u od B ako je dato da se A javlja.

mean ( (results[results <= 0.3] <= 0.4) & (results[results <=
0.3] >= 0.2))

Zabelezite dobijenu ocenu. Setite se da je vasa prva ocena bila za P(A|B), a ovo je ocena za

P(B|A).

« Bajesovo pravilo kaze da postoji nacin da se uslovljavanje preokrene, da je

~

P(A|B) = P(B|A) - %.

Pokusajmo ovo

prob.b <- mean|((results <= 0.4) & (results >= 0.2))

prob.a <— mean (results <= 0.3)

prob.bgivena <- mean((results[results<=0.3] <= 0.4) & (results]
results <= 0.3] >= 0.2))

print (prob.bgivena * prob.a / prob.b)

ZabeleZite rezultat.

« Klasi¢an problem koji uklju¢uje Bajesovo pravilo je sledeci. Pretpostavimo da postojia 1%
Sanse da odredena osoba ima bolest. Test na bolest je tacan 95% vremena, ali je pogresan 5%
vremena. Ako test kaze da osoba ima bolest, kolika je $ansa da osoba zaista ima bolest?

Da bismo ovo simulirali, koristicemo U; da utvrdimo da li neko ima bolest, a Us da utvrdimo
da li je neko pozitivan na bolest. Po¢nite sa slede¢im.

ul <= runif (1078)
u2 <= runif (1078)
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Neko ima bolest ako je U; < 0.01. Ako je U; < 0.01, test je pozitivan ako je Uy < 0.95.
Ali ako je U; > 0.01 (osoba nema bolest) test je pozitivan ako nije tacan, to jest, ako je
Uy > 0.95. Prisetimo se da je & logicko i, dok je | logicko ili. Dakle, zadrzavamo samo
rezultate tamo gde je test pozitivan ako postavimo

test.pos <= ul[((ul <= 0.01) & (u2 <= 0.95)) | ((ul > 0.01) & (
u2 > 0.95))1]
print (length (test.pos) /length (ul))

Prijavite rezultat ovih komandi. Da li se ovo uklapa sa onim sto ste mislili da je verovatnoca
pozitivnog testa?

« Dakle, test.pos sada sadrzi sve uniforme na kojima je test bio pozitivan. Neki od njih su
pozitivni jer je U; < 0.011 Uz < 0.95, ali neki su pozitivni jer je U; > 0.011 Uz < 0.05. Da
procenite Sansu da neko zaista ima bolest, pokusajte

mean (test.pos <= 0.01)

ZabeleZite rezultat.

+ Imajte na umu da iako je test bio pozitivan, sansa da postoji bolest je i dalje samo jedan od
Sest. Razlog tome je §to je mnogo verovatnije da osoba nema bolest i da je test je pogresan
(0.99 - 0.05 = 0.0495) nego da osoba ima bolest i da je test bio tacan 0,01 - 0.95 = 0.0095).
Dakle, s obzirom da je test bio pozitivan, $ansa za oboljenje je samo 0.0095/[0.0095+0.0495].
Pronadite ovu vrednost.

Uniformne u vise od dve dimenzije
« Princip koji kaze da za A C B, ako je X ~ Unif(B), onda [X|X € B| ~ Unif(A) radiiu
vis$im dimenzijama. Hajde da napravimo 1000 tacaka u jedini¢nom kvadratu.
results <— replicate (1000, runif (2))
Ovo stvara matricu sa dva reda i 1000 kolona. Prvo hajde da transponujemo matricu tako da
postoje dve kolone i 1000 redova (da bi vise li¢ila na statisticke podatke.)

results <- t (results)

Prijavite rezultat kori$¢enja head (results).

« Primetite da je prva kolona obeleZena sa [, 1] adrugasa [,2]. UR, zarez je dzoker znak.
Dakle, [, 1] oznacava sve stavke u bilo kojoj vrsti i prvoj koloni. Hajde da nacrtamo prvu
kolonu kao horizontalnu osu, a drugu kolonu kao vertikalnu osu.
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plot (results([,1], results[,2])

Ovako izgledaju potpuno uniformni slucajni podaci. Sada da odaberemo vrste u kojima je x
koordinata manja od y koordinate.

rl <—= results[results[,1l] <= results|[,2],]
plot (rl([,1], rlf[,2])
Kakav je rezultujuci oblik ta¢aka? Drugim re¢ima, za (X, Y)Unif([0, 1] x [0, 1]),
[(X,Y)|X <Y]~ Unif(4),

kakva je oblast A?

Kvote

« Drugi nacin da vidite uslovljavanje je koris¢enje kvota(Sansi). Kvota (Sansa) izmedu dva
disjunktna dogadaja je odnos verovatnoca za svaki od dogadaja. Na primer, uzmimo
2 3 4
PX=1)== IP’(X:2):§, P(X =3)=-.
Onda su sanse da je X = 1 naspram X = 2 jednake (2/9)/(3/9) = 2/3, $§to moze da se
zapiSe kao 2 : 3 (Cita se 2 prema 3). Koje su Sanse da je X = 1 naspram X = 3?

+ Prednost oznacavanja dvotackom u odnosu na zapis razlomka je da se kvote mogu dati za
viSe od dve stvari istovremeno. Na primer, $anse za X = 1 naspram X = 2 naspram X = 3
je

2:3:4.
Ovo nam govori da je kvota za X = 2 u odnosu na X = 3 jednaka 3 : 4. Pretpostavimo da
Y €{1,2,3,4} ima $anse
3:1:2:7.

Koje su sanse da je Y = 1 naspram Y = 4?

+ Lepa stvar u vezi sa kvotama je da kada uslovljavamo dogadajem, Sanse ostaju iste, samo
zadrzavamo vrednosti date informacijom. Na primer, za [Y|Y € {1, 3,4}, samo zadrzavamo
Sanse vezane za 1, 3, i 4. Tako da su Sanse za Y = 1 naspram Y = 3 naspram Y = 4 dato da
jeY € {1, 3,4}, jednake

3:2:7.

Koje su Sanse da Y budel, 2, or 3 ako je dato da je Y € {1,2,3}?
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« Da biste sanse prebacili u verovatnoce, jednostavno podelite sa normalizuju¢om konstantom
koja ¢ini da se kvote sabiraju u 1. Za X sa kvotom 2 : 3 : 4, saberite ih da biste dobili
2+3+4 =9, 1podelite sa 9 da biste dobili kvote od (2/9) : (3/9) : (4/9). Tada je
verovatno¢a od X = 1 jednaka 2/9, i tako dalje. Koje su verovatnoce za Y € {1,2,3,4} za
kvote koje smo dali ranije?

« Hajde sada da iskombinujemo ove ideje. Znamo koje su Sanse da Y bude 1 naspram 2
naspram 3 dato da je Y € {1, 2, 3}. Sada pronadite P(Y =i|Y € {1,2,3}) zai € {1, 2, 3}.
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Neprekidne raspodele

Do sada smo koristili komandu hist u R za aproksimaciju gustine, ali za neprekidne slucajne
promenljive komanda plot (density) je mnogo korisnija. Ova komanda kreira ono $to se zove
grafikon kernela gustine i iako ne rukuje dobro diskontinuitetima u raspodeli, daje jasniju sliku o
tome $ta se desava sa raspodelom.

« Uniformne Prva gustina koju imamo je U ~ Unif([0, 1]).

fu(s) =1(s € [0,1]).

Skicirajte grafik ove funkcije.

« Sada, R ima ugradenu komandu za procenu gustine slu¢ajnih promenljivih. Ime je d pra¢eno
nazivom raspodele. Unesite sledece komande

dunif(1.1)
dunif (0.06)
.3

dunif (-0.3)

i prikazite rezultate.

« Naravno, mogli smo to isto da ostvarimo korisc¢enjem vektora:

dunif(c(1.1,0.6,-0.3))

vraca tri vrednosti. Iskoristimo ovo da nacrtamo gustinu uniformne. Unesite

x <—- seq(-2,2,by=0.1)
plot (x,dunif (x),type="1")

i prikazite rezultate. (Obavezno ukucajte 1 za liniju a ne 1 za broj jedan!) .
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« Imajte na umu da to nije dobro obradilo diskontinuitete u 0 i 1. Hajde sada da ocenimo
funkciju gustine prikazivanjem uzoraka iz uniformne raspodele. Da bi ovo uradili, koristi¢emo
komandu density. Unesite sledece

results <— runif (1076)

plot (density (results))

Skicirajte rezultat. Ova komanda pokusava da aproksimira $ta je funkcija gustine za slucajne
promenljive.

« Ovo se zove grafikon kernela gustine. Kao i kod deterministickog zapleta, dijagram kernela
gustine ne obraduje dobro diskontinuitete. Hajde da pokusamo da procenimo kernel gustine
zbira dve uniformne slucajne promenljive. Ovde ¢e gustina biti neprekidna, i tako ¢e procena
kernela gustine biti prilicno dobra.

r2 <— replicate(1075,sum(runif (2)))
plot (density (r2))

Skicirajte rezultat.

« Ekponencijalna MozZete dobiti eksponencijalnu slu¢ajnu promenljivu sa parametrom A
uzimanjem minusa prirodnog logaritma uniformne, a zatim deljenjem sa A. Gustina je

f(s) = Xexp(—=As)L(s > 0).

Da li ova gustina ima tacke prekida?

o Unesite
results <- -log(runif (1076))
plot (density (results))

i prikazite rezultat.

+ Hajde da svemu dodamo i liniju koja pokazuje pravu gustinu.

x <- seq(0,8,by=0.1)
lines (x,exp(—-1*x),col="blue", lwd=2)
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Obratite paznju na koriséenje naredbe 1ines umesto naredbe plot. Da ste koristili plot,
R bi poceo ispocetka sa novim grafikonom. Kori$¢enjem lines, R stavlja rezultat povrh
postojeceg dijagrama.
Zatim ponovite ovaj eksperiment za A = 0.7.

plot (density (results/0.7))

lines (x,0.7*exp (-0.7* (x)),col="blue", lwd=2)

Prikazite rezultat.

Primetite da kada smo podelili promenljivu results sa nasim slucajnim rezultatima sa 0.7,
morali smo da pomnozimo gustinu sa 0.7 da bismo to kompenzovali.

R ima ugradene komande za generisanje eksponencijalnih sluc¢ajnih promenljivih. Unesite
results2 <- rexp (1076, rate=0.7)
lines (density (results?2),col="gold", lwd=2)

Dali komanda R rexp generiSe podatke iz iste raspodele kao metoda negativnog logaritma?

Da li je ocena kernela gustine tacna kao ranije?

Gamma/Erlang Kada saberemo eksponencijalne slu¢ajne promenljive zajedno, dobijamo
gama raspodelu. Hajde da pokusamo.

results <— replicate (1075, sum(rexp (3, rate=0.7)))
plot (density (results))

Prikazite rezultat.

Za Xy,..., X} iid Exp(M), kazemo da X7 + --- + X, = X ~ Gamma(k, \), gde X ima
gustinu

o) — N sh=1 exp(—As)

1(s > 0).

Ovde se I'(a) zove gama funkcija. Korisna ¢injenica je da kada je a ceo broj, I'(a) = (a — 1)!.
Testirajte ovu ¢injenicu sa

integrate 47"6*s"b*exp(—4*s) from O to infinity
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u Wolfram Alpha. Sta je rezultat? Da li je rezultat faktorijel celog broja? (Na primer, ako je
vas rezultat bio 24, onda je 24 = 4!.)

« Komanda za direktno generisanje gama slucajnih promenljivih u R je rgamma. Iskoristite
ovu komandu da generisete 10° iid Gamma(3, 0.7) slu¢ajnih promenljivih i iscrtajte ocenu
kernela gustine.
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Drugi deo

+ Beta Prva raspodela koju ¢emo razmotriti je Beta raspodela, koja dolazi iz statistika poretka
uniformnih slu¢ajnih promenljivih nad [0, 1]. Za dat skup slu¢ajnih promenljivih X1, ..., X,
statistike poretka su isti ti brojevi, poredani po redu. Koristimo indekse okruzene zagradama
za oznacavanje redosleda statistike. To jest,

Xy =X s < Xm.

Tako, na primer, u <-runif (4) generiSe Uy, ..., Uy iid uniformne nad [0, 1]. Zatim sort (
u) generise njihove statistike poretka. Isprobajte ovo i prikazite svoje Cetiri statistike poretka

Uy, U2), Uy, Uy

« Da bismo dobili statistiku i-tog reda iz vektora v, koristimo sort (v) [i]. Stavljajuci sve
ovo zajedno, hajde da generisemo neke bete:
results <— replicate(1075,sort (runif (10)) [4])
plot (density (results))

Skicirajte rezultat.

« Imajte na umu da gustina dostize vrhunac na oko 4/10 i to je zato §to smo koristili statistiku
cetvrtog reda od 10 uniformnih. Pokusajte sa statistikom sedmog reda od 10 uniformnih i
skicirajte rezultujuéu gustinu.

« Ako koristimo i-tu statistiku poretka od n uniformnih (to jest X = U(;)) onda je
X ~ Beta(i,n —i+1)

sa gustinom ‘ ‘

:L‘Zfl(l o x)nfz

B(i,n—i+1)

gde je B funkcija koja daje normalizuju¢u konstantu i naziva se beta funkcija. Imajte na umu

da dok je malo gréko slovo beta () lako razlikovati od malog rimskog slova b, veliko gréko

slovo beta (B) izgleda bas kao veliko rimsko slovo B. Koristite Wolfram Alpha da izracunate
B(7,10-7+1) sa

integrate x"(7-1)*(1-x)"(10-7) from 0 to 1

fx(s) = 1(z € [0,1]).

Koliko je B(7,10 — 7+ 1)?
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+ Komanda za direktno generisanje beta slucajnih promenljivih u R je rbeta. Koristite ovu
komandu da generisete 10° Beta(7,4) slu¢ajnih promenljivih i nacrtajte ocenu kernela
gustine.

Sledeca raspodela koju razmatramo je normalna raspodela, takode poznata i kao Gausova.

e Unesite
z <= rnorm(1076)

plot (density (z))

i skicirajte rezultat.

+ Ovo se zove standardna normalna raspodela. Ako skaliramo i pomerimo podatke, dobijamo
drugaciju normalnu raspodelu.

plot (density (3*%z+10))

Sada bi vrh trebalo da bude centriran nad 10, a ne nad 0. Skicirajte rezultat.

« Ispostavlja se da je mnozenje standardne normalne sa 3 isto $to i sabiranje 9 nezavisnih
standardnih normalnih zajedno. Unesite
z2 <= 10 + replicate (1075, sum(rnorm(9)))
lines (density (z2),col="blue")

(Koriscenjem lines umesto plot ovde dodajemo crtez u postojeci plot umesto da pocnemo
ispocetka.) Da li nova ocena kernela gustine izgleda kao stara?

» Hajde sada da pogledamo kvadrat standardne normale. Ovo se zove hi-kvadrat raspodela.
Takode se pise kao x2, posto je x gréko slovo hi. Unesite

plot (density (z"2))

i skicirajte rezultat.
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« x? raspodela je povezana sa gama raspodelom. Probajte

lines (density (rgamma (1076, shape=1/2, rate=1/2)))

Sta biste rekli koja je to veza?

Za sve raspodele (uniformne, eksponencijalne, gama/Erlang, beta, normalne) pogledali smo grafi-
kon kernela gustine i bio je dobar. Medutim, ovo nije uvek slucaj. U ovom delu vezbi razmotri¢emo
situaciju u kojoj dijagram kernela gustine ne uspeva. Naime, kada funkcija gustine u repovima
opada samo polinomijalno, a ne eksponencijalno.

« Kosi (Cauchy) Grafikon kernela gustine u R podrazumevano se sluzi normalnom gustinom.
Ovo dobro funkcionise za slu¢ajne promenljive gde gustina brzo opada (poput normalnih,
gama, beta i eksponencijalne), ali ne tako dobro kada gustina polako opada (kao Kosijeve).
Da bismo videli ovaj efekat, prvo nacrtajmo gustinu standardnog Kosija.

x <— seq(-10,10,by=0.1)
plot (x,1/pi/ (1+x"2),type="1", col="blue", lwd=2)

Skicirajte rezultat.

+ Hajde sada da uradimo ocenu kernela gustine. Kosi slu¢ajne promenljive dolaze od uzimanja
tangente uniformnog broja nad [—7/4, 7/4].
results <-— tan (pi*runif (1076)-pi/2)
plot (density (results))

Skicirajte rezultat.

« Zasto izgledaju tako drugacije? Zato sto Kosi repovi opadaju samo polinomijalno i kazemo
da imaju tezak rep. Raspodele sa teskim repom imaju mnogo veoma velikih i veoma malih
vrednosti, $to zbunjuje dijagram kernela gustine.

Jos jedan primer raspodele sa teskim repom je X = 1/U, gde U ~ Unif([0, 1]). Unesite

results <— 1/runif (1076)
plot (density (results))

i skicirajte rezultat. Opet prisustvo izuzetno velikih vrednosti sve poremeti i gura sve u jedan
siljak.
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Sada ¢emo pogledati odnos izmedu beta i gama funkcija.
« Ispostavlja se da su beta funkcija i gama funkcija povezane. Generalno:

[(a)L'(b)

B(a,b) = m

Postoje'(a) = (a—1)! za cele brojeve a, to ¢ini da B(a, b) izgleda kao inverz od binomijalnog
koeficijenta. Podsetimo se da za cele brojeve a, I'(a) = (a — 1)!. Koristite to da pronadete
0(7), T(10 — 7+ 1), D(11) i B(7,10 — 7 + 1).
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Ocekivana vrednost

Sazetak Ove vezbe ¢e vas upoznati sa srednjim vrednostima slucajnih promenljivih i
jakim zakonom velikih brojeva

« Pretpostavimo da imamo Cetiri vrednosti (z1, x2, 23, 24) = (5,1, 4, 2). Tada su prva Cetiri
proseka uzorka

5/1, (5+1)/2, (5+1+4)/3, (5+1+4+2)/4.

Mozete ih prona¢i pomocu funkcije cumsum (kumulativni zbir) u R. Unesite
x <= ¢(5,1,4,2)

cumsum (x)

i prikazite rezultat.

« Podelite ove brojeve sa 1,2,314 sa

x <= ¢(5,1,4,2)
cumsum (x) /1:4

« Proverite da li je poslednji unos prosek cetiri broja sa

mean (x)

« Sada probajmo isto za 1000 uniformnih nad [0, 1].

u <= runif (1000)
y <= cumsum(u)/1:length (u)
plot (y,type="1",col="blue")

235



236

GLAVA 37. OCEKIVANA VREDNOST

Napravite grubu skicu rezultata.

Pogledajte samo poslednju polovinu vrednosti sa

plot (y[501:1000],type="1",col="blue")

Skicirajte rezultat.

Sada generisete 10° uniformnih i ponovo nacrtajte proseke uzorka. Skicirajte rezultat.

Ovo je primer skupa proseka uzorka koji konvergiraju odredenoj vrednosti. Ta vrednost je
srednja vrednost (tj. ocekivana vrednost, ocekivanje ili prosek) slucajne promenljive. Posto
uniformne imaju neprekidnu gustinu, mozemo ih pronaci pomocu formule

E[U]:/ ul(0 <u<1)du,
u€R

gde je u prisutno jer pokusavamo da pronademo srednju vrednost za U, a 1(0 < u < 1) je
gustina uniformne slucajne promenljive.

U Wolfram Alpha, funkcija indikator je Boole. Unesite

integrate x*Boole (0 <= x <= 1) from —-infinity to infinity

u Wolfram Alpha i prosledite rezultat .

Naravno, mogli bismo olaksati Wolfram Alpha koris¢enjem funkcije indikatora da promenimo
granice integracije. Unesite

integrate x from 0 to 1

u Wolfram Alpha i prosledite rezultat. .
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« Sada hajde da ocenimo E[U?] in R.
mean (u”2)

ZabeleZite rezultat.

« Sada probajte odgovoarajuci integral

/ 2?10 <=z <=1) dz
r€R

u Wolfram Alpha i zabeleZite rezultat.

« Cinjenica da prosek uzorka od UZ, U2, . .., U2 konvergira E[U?] naziva se Jaki zakon velikih
brojeva, ili JZVB, i jedna je od glavnih teorema u teoriji verovatnoce.

Kazemo da je slu¢ajna promenljiva U integrabilna ako je E[|U|] konacan broj. (To ¢e uvek
biti ili kona¢ni nenegativan broj ili co.) Unesite sledece i skicirajte rezultat:

w <= 1/runif (1000)
plot (cumsum (w) /1:length (w),type="1", col="blue")

- Probajte ponovo, ali sa 10% uzoraka od 1/U.

« Grafici pokazuju da dolazi do naglog porasta pra¢enog sporim padom. Ako su skokovi veci
od opadajucih delova, onda JZVB nece vaziti.

Da bismo stekli predstavu o tome zasto dolazi do ovih skokova, pogledajmo cetiri najvece
vrednosti w:

sort (w) [ (length (w) -3) :1length (w) ]

ZabeleZite ove vrednosti.
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+ Imajte na umu da je promena ukupnog proseka uzorka uzrokovana najvecom od ovih
vrednosti vrednost podeljena sa 10°. Koliko je samo ova jedna vrednost promenila prosek
uzorka?

+ Kada slucajna promenljiva povremeno ima ove super velike vrednosti, ona nastavlja da ¢ini
ukupni prosek uzorka sve ve¢im i ve¢im. Jedan od nacina da vidite da li se to desava je da
pogledate integral koji daje E[|1/U]].

Koliko je

/ (1/u)1(u € [0,1]) du?
u€ER
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Drugi deo

« Kosijeva raspodela U primeruza 1/U, |1/U| = 1/U jer je uvek pozitivno. Drugaéiji primer
je Kosijeva raspodela, koja ima gustinu

\)

1
fx(s) = s L

Prvo nacrtajmo gustinu Kosija, a onda i normalnu raspodelu radi poredenja

x <— seq(-5,5,by=0.1)
plot (x,dnorm(x), type="1",col="red")
lines (x,dcauchy (x),type="1",col="blue")

Skicirajte rezultat.

+ Kosijeva i normalna raspodela imaju sli¢ne oblike, razlika je u tome sto je Kosijeva malo niza
blizu 0 i ve¢i deo verovatnoce je gurnut ka repovima. Ali ta verovatnoca u repovima ¢ini svu
razliku!

Prvo hajde da probamo JZVB za normalne slucajne promenljive, ponavljajuci eksperiment
Cetiri puta

replicate (4,mean (rnorm(1076)))

Sta je rezultat?

« Na osnovu ovih rezultata, da li biste rekli da JZVB vazi za normalne sluc¢ajne promenljive?

« Pogledajmo srednju vrednost 10® Kosijevih slu¢ajnih promenljivih éetiri puta.

replicate (4, mean (rcauchy (1076)))

Sacuvajte rezultate.

+ Na osnovu ovih rezultata, da li biste rekli da JZVB vazi za Kosi slucajne promenljive?

- Hajde sada da generisemo 10° Kosijevih slu¢ajnih promenljivih i pogledamo prosek uzorka
kako njegova velicina raste.

r <- rcauchy(10"6)
plot (cumsum (r) /1:length(r),type="1",col="blue")
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Skicirajte grafik.

Kosi slucajna varijabla ¢e ponekad skociti navise, a ponekad nanize. To je zato Sto njegova
gustina omogucava i velike pozitivne i velike negativne brojeve. Koristite

max (r)

min (r)

da pronadete najvecu i najmanju vrednost za Kosijeve i prijavite svoje rezultate.

Uzorkovanje po znacajnosti (Importance Sampling) U Monte Karlo simulaciji, konstru-
iSemo slucajnu promenljivu ¢ija je srednja vrednost jednaka ciljnoj vrednosti.

Razmotrimo integral
1
/ exp(—z'®) da.
0

Izracunajte integral na Cetiri znacajne cifre koriste¢i Wolfram Alpha.

Hajde sada da napravimo slu¢ajnu promenljivu sa ovim integralom kao njegovom srednjom
vredno$cu. Po¢nite sa U koji ima 1(z € [0, 1]) kao svoju gustinu. Onda

1
Elexp(—U'?)] :/0 exp(—z'®) dz,

pa bi sledece trebalo da aproksimira integral.

u <= runif (10"3)
mean (exp (-u” (1.5)))

Uradite ovo Cetiri puta (da vidite kakvu varijaciju u svojim odgovorima dobijate) i prikazite
rezultate.

Ova ideja korisc¢enja funkcije slucajne promenljive za dobijanje integrala naziva se uzorkova-
nje po znacajnosti. Uopsteno govoreci, uzorkovanje po znacajnosti bolje funkcionise kada je
gustina slucajne promenljive Sto je moguce bliza integrandu. Gustina uniformne je ravna
linija koja uopste ne odgovara obliku exp(—z1-).

Nesto blize bi bilo exp(—z), ali takode Zelimo da gustina bude pozitivna samo nad [0, 1].
Prema tome, ono $to bismo Zeleli je eksponencijalna sluc¢ajna promenljiva sa stopom 1
uslovljena da lezi u [0, 1].
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Podsetimo se da se eksponencijalna slu¢ajna promenljiva moze pronaci koris¢enjem
T =—In(U)

Ako je T' € [0,1], §ta vam to govori o U? Verovatnoc¢a da T" ~ Exp(1) pada u [0, 1] je

1 —exp(—1). Nekaje W = [T|T € [0, 1]]. Onda

fls) = 2P 1 e o),

Da bi ocekivanje odgovaralo integralu, koristimo

, exp(—s)
I= /SGR(l —exp(—1)) exp(—s° + s)mﬂ(s €10,1]) ds

= E[(1 — exp(—1)) exp(—W'? + W)].

Hajde da sve ovo spojimo i napravimo na$e nove sluc¢ajne promenljive.

u <= runif (10”73, min=exp (-1),max=1)

w <— —log(u)

plot (density (w) )

x <- seq(0,1,by=0.01)

lines (x,exp(-x)/ (l-exp(-1)),type="1",col="red")

Skicirajte rezultat.

Sada da sve sastavimo zajedno.

u <— runif (10”3, min=exp (-1),max=1)
w <= —-log(u)
mean ((l-exp (-1)) *exp (-w” (1.5) +w) )

Ponovite ceo ovaj proces Cetiri puta i zabelezite rezultat.

Da li ste videli vise ili manje varijacija nego kada ste koristili uniformne promenljive nad
[0, 1]?

Da vidimo za$to ovo ima manje varijacija, hajde da nacrtamo vrednosti koje (1 — exp(—1) *
exp(—=W15 + W) moze da uzme.
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x <- seq(0,1,by=0.01)
y <= (l-exp(-1))*exp(-x"1.5+x)
plot (x,y,type="1",col="blue")

Skicirajte rezultat.

+ Pogledajmo maksimalnu relativnu gresku koja moze nastati. Unesite

max (y) /min(y) - 1

Sta je rezultat?

» Pokusajmo sada isto za ocenu koriste¢i uniformne.

y2 <= exp(-x"1.5)
max (y2) /min (y2) -1

Prijavite maksimalnu relativnu gresku za uniformne.
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Zajednicke gustine

Sazetak U ovim vezbama ¢emo prikazati tacke direktno uzete iz raspodele da bismo
vizuelizovali gustinu u jednoj i dve dimenzije. Takode ¢ete nauciti kako da koristite
pomocnu slucajnu promenljivu da biste dobili uzorke iz razlic¢itih gustina.

Prvi deo

« Podsetimo se da je fx gustina od X, ako je za svako A,
P(XEA):/ fx(x) du:/]l(xeA)fX(x) dzx.
€A x

Dakle, kad god je gustina velika, o¢ekujemo vise tacaka u toj oblasti, a kada je gustina mala,
ocekujemo manje tacaka u tom regionu.

Normalna gustina f, = 7~ /2 exp(—s2/2) je velika u sredini, u 0 i manja u repovima, tako
da ocekujemo da ce uzorci biti koncentrisani prema sredini. Unesite

X <= rnorm(20)
stripchart (x)

Dajte grubu skicu rezultata.
« Sada pokusajte isto za 100 tacaka i skicirajte rezultat.

« Kosijeva raspodela ima gustinu 2771 (1 + s?) L. Takode je velika u sredini, ali ima mnogo
vece repove, tako da je mnogo veca verovatnoca da ¢e imati autlajere koji su veoma veliki ili
veoma mali. Unesite

x <— rcauchy (20)
stripchart (x)

i skicirajte rezultate.
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« Da se vratimo sada uniformnima nad [0, 1]. Unesite
x <= runif (1000)
plot (density (x))

Skicirajte grafikon.

« Sada ¢emo koristiti pomocénu promenljivu da uzorkujemo iz gustine
fx(s) ocs(1—s)1(s €10,1]).

Skicirajte ovu funkciju, prisetivsi se da mozete da nacrtate funkcije u Wolfram Alpha koristeci
komandu plot.

« Imajte na umu da najveca vrednost ove gustine moze biti 1/4 za s = 1/2. Dakle, moja
pomocna slu¢ajna promenljiva ¢e takode biti uniformna od 0 do 1/4. Unesite sledece

y <= 0.25%runif (length (x)))

plot (x,vy)
Ovo daje tacke koje su uniformne nad [0, 1] x [0, 1/4]. Sada ¢emo se ograniciti na tacke u
kojima jey < z(1 — x).

keep <= which(y < x*(1-x))

plot (x[keep],ylkeep])

Skicirajte ovu oblast po kojoj su ta¢ke (x,y) uniformne.

« Posto smo poceli sa (x,y) uniformno nad [0, 1] x [0, 1/4], i zadrzali tacke koje upadaju u
A={(z,y): z€]0,1],y € [0,z(1 — x)]}, onda su (x [keep], y [keep]) uniformne nad
A.

Povrsina [0, 1] x [0,1/4] je 1/4. Dakle, procenat tacaka iz [0, 1] x [0, 1/4] koje su pale u
region A puta 1/4 daje ocenu povrsine A.

0.25*1length (keep) /length (x)

i prikazite rezultat.
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« Sada nadite [ _p s(1 — s)1(s € [0, 1]) ds egzaktno koriste¢i Wolfram Alpha i uporedite sa
gornjom ocenom.

+ U dve i vise dimenzija takode imamo gustine. Ponovo mozemo uzeti slu¢ajne uzorke da
bismo stekli predstavu o tome kako razli¢ite gustine izgledaju u praksi. Na primer, pokusajte

x <= runif (100)
y <— runif (100)
plot (x,vy)

i skicirajte rezultat.

« Sada napravimo skup vrednosti koje imaju gustinu

foxy)(@,y) oc (2 4+ 29)1({(2, ), x € [0, 1],y € [0, 1]).

Ponovo ¢emo koristiti pomoc¢nu slucajnu promenljivu z da bismo ovo postigli. Najveca
vrednost ove funkcije moze biti 3, tako da ¢e z biti unoiformna nad [0, 3].

z <— 3%runif (length (x))
keep <— which (x+2*xy<z)
plot (x[keep],ylkeepl])

Opisite re¢ima razliku koju vidite izmedu plot (x [keep], y[keep]) iplot (x,y).

« Hajde da napravimo veci skup uzoraka iz ove distribucije.
n <- 1076
x <= runif (n)
y <— runif (n)
z <= 3%runif (n)
keep <= which(z < x + 2%y)

Sada hajde da procenimo normalizujuc¢u konstantu za gustinu tako $to ¢emo pomnoziti
zapreminu od [0, 1] x [0, 1] x [0, 3] procentom (z, y, z) koje smo sacuvali.

3*length (keep) /n

Prikazite svoj rezultat. (Zapamtite, gustina se deli ovim brojem da bi se dobila normalizovana
gustina.)
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+ Sada pronadite normalizujucu konstantu egzaktno koriste¢i Wolfram Alpha i uporedite sa
svojom ocenom.

« Proverimo i nezavisnost.

print (sum(x[keep] < 0.5)/length (keep))
print (sum(y[keep] < 0.5)/length (keep))
print (sum( (x[keep] < 0.5) & (y[keep] < 0.5))/length (keep))

Prikazite svoju osenu.
« Dalibistereklidaje P(X < 1/2)P(Y < 1/2) =P(X <1/2,Y <1/2)?

« Pronadite ove vrednosti ta¢no koriste¢i Wolfram Alpha i uporedite ih sa svojim ocenama.
(Ne zaboravite da u gustinu ukljucite normalizujucu konstantu koju ste pronasli!)
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Drugi deo

« Korelacija
E[XY] — E[X]E[Y]
SD(X)SD(Y)
je 0 za slu¢ajne promenljive koje su nezavisne. Ako su X 1Y nezavisne, onda je E[ X |Y] =
E[X], i

Cor(X,Y) =

E[XY] = E[E[XY|Y]] = E[VE[X|Y]] = E[YE[X]] = E[X]E[Y].

Pokusajte ovo za

z1l <= rnorm(1076)
z2 <= rnorm(1076)
mean (z1lxz2) -mean(zl) *mean (z2)

Prikazite svoj rezultat.

+ MozZemo formirati vise sluc¢ajnih promenljivih koje jesu korelirane tako $to ¢emo uzeti
linearnu kombinaciju z1 i z2. Unesite

z3 <= z1 + 2%z2

z4 <— z1 - z2
Imajte na umu da ako dodate ili oduzmete normalne sluc¢ajne promenljive, rezultat je i dalje
normalna slu¢ajna promenljiva! Testirajte ovo sa

plot (density (z3))

plot (density (z4))

i skicirajte rezultate.

« Sada, z3 nije potpuno odreden z1 zbog slucajnosti u z2, ali kako z1 raste, tako raste i z3 u
proesku. Odnos rasta je 1 — 1, za svaki porast z1, prosecna vrednost z1 raste za isti iznos.
Proverite ovo procenom kovarijanse sa

mean (z1xz3) -mean(zl) *mean (z3)

Prikazite svoj rezultat.

« Kada z2 raste, prosek z1 raste za dvostruku promenu u z2. Pogledajmo sada njihovu
kovarijansu.

mean (z3*z2)-mean (z3) *mean (z2)
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Prikazite svoj rezultat.

Standardna statisticka procena za kovarijansu je zapravo malo drugacija od one koju smo
koristili. Unesite

cov(z2,z3)

Kakav je rezultat u poredenju sa ocenom koju smo ranije napravili?

Naravno, kovarijansa je simetri¢na funkcija. Unesite

cov (z3,z2)

Da li ste dobili istu ocenu?

Da bismo presli sa kovarijanse na korelaciju, moramo podeliti sa standardnim devijacijama
varijabli. Unesite

cov(zl,z3)/sd(zl)/sd(z3)

cov(z2,z3)/sd(z2)/sd (z3)

i prikazite rezultate.

Imajte na umu da posto je z3 jace koreliran sa z2 nego z1, ocena korelacije je mnogo jaca.
R ima skracenu komandu za pronalazenje korelacije, bas kao sto ima skracenicu za ocenu
kovarijanse. Unesite

cor (zl,z3)
cor (z2,z3)

i uporedite rezultate sa onim $to ste prethodno pronasli.

Sada pogledajmo kako izgledaju pozitivno korelirani uzorci kada se nacrtaju. Unesite

plot (z1[1:100],2z3[1:1007)

i skicirajte rezultat,
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» Kovarijansa z1 i z3 je dva puta veéa. Unesite

plot (z2[1:100],2z3[1:100])

i skicirajte rezultat.

« Koja je razlika izmedu ovog grafikona i prethodnog?

+ Sada obracamo paznju na slucajne promenljive koje su negativno korelirane.

cov(z2,z4)
cor (z2,z4)

Prikazite svoje rezultate.

« Zatim pokusajte da skicirate prvih 100 tacaka u nizovima. Unesite

plot (z2[1:100],2z4[1:100])

i skicirajte rezultat.

+ Prisetimo se da je korelacija simetri¢na, tako da zamena promenljivih daje sli¢cne rezultate.
Unesite

plot (z4[1:100],2z2[1:1007)

i skicirajte rezultat.






Glava 39

Transformacije slucajnih promenljivih

Sazetak
« Rotacija ta¢aka R?.
+ Rotaciona invarijantnost normalne raspodele.

« Funkcije u R.

Prvi deo Prvo ¢emo nauciti kako da rotiramo tacke u ravni x, y.

()

R(t) = (cos(t) —sin(t)) .

« Za dat vektor tacaka

matrica rotacije R(t) je

sin(t)  cos(t)

Primetite da je Jakobijan matrice 1: to znaci da ne menja povrsine regiona. Onda za tacku
v € R?,

R(t)v
je tacka v rotirana za ugao ¢ u smeru suprotnom od skazaljki na satu.

U R, funkcije cos i sin uzimaju argument u radijanima. MozZete da konvertujete ugao od
20 stepeni u radijane u R sa t <-20%2%pi/360. ZapiSite matricu rotacije za ¢ jednako 20
stepeni.

251



252 GLAVA 39. TRANSFORMACIJE SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

« Sada pomnozite ovu matricu sa kolona vektorom da biste pronasli tacku koja je (0.5,0.5)
rotirana za 20 stepeni suprotno od kazaljke na satu. Nacrtajte prvobitnu tacku i rotiranu
tacku.

« UR, jedan od nacina na koji mozemo da kreiramo matrice pomocu funkcije rbind (skraceno
od row bind) ili pomocu funkcije cbind (skraceno od column bind). Prisetite se da mozemo
kreirati vektore sa c. Tada mozemo povezati ove vektore na sledeci nacin.

t <— 20%2%pi/360
R <- rbind(c(cos(t),-sin(t)),c(sin(t),cos(t)))
X <= cbind(c(0.5,0.5))

Prikazite vrednosti od R i x.

« Operator mnoZenja matrica u R je $*%. Unesite

i prikazite rezultat.

+ Pogledajmo sada kako funkcioniSe rotaciona simetrija standardnih normalnih slu¢ajnih
promenljivih. Unesite

z1l <= rnorm(1076)
z2 <= rnorm(1076)
plot (density(zl),col="gold")
lines (density (z2) ,col="blue")

i skicirajte rezultate.

« Sada zarotirajmo sve ove tacke za 20 stepeni ulevo.
A <— rbind(zl,z2)
B <- R%*3%A
Ucrtajmo prvih pet tacaka, pocetne i rotirane tacke.

plot (A[1,1:5],A[2,1:5],xlim=c(-3,3),ylim=c (-3, 3))
points(B[1,1:5],B[2,1:5],col="blue")
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« Sada pogledajmo gustine rotiranih tacaka. Oznaka B[1, ] daje prvu vrstu matrice B, dok
B[2,] daje drugu vrstu.

plot (density (B[1l,]),col="gold")
lines (density (B[2,]),col="blue")

Skicirajte rezultat.

« Dodatak: funkcije u R Do sada smo se ogranicavali na kori$¢enje ugradenih funkcija u
R, ali u stvari, mozemo kreirati sopstvene funkcije!

Prilikom kreiranja nase matrice rotacije, koristili smo vrednost ¢ koja se moze promeniti. U
R, najbolji nacin da se to uradi je funkcijom. Unesite sledece.
rotate <- function(deg) {t <— deg*2%pi/360; return (rbind (c (cos (

t),-sin(t)),c(sin(t),cos(t)))) }
rotate (20)

Funkcija rotate prvo izracunava vrednost t za dati argument deg, a zatim vraca odgovaraju¢u
matricu korisniku. Izvrsava ove dve linije svaki put kada se funkcija rotate pozove sa
argumentom.

Komanda rotate (20) bi trebalo da vrati vasu matricu rotacije za 20 stepeni. Koristeci
funkciju rotate, izracunajte matricu rotacije za 110 stepeni.

« Proverite da li vasa nova matrica rotacije radi ono §to treba izra¢unavanjem (1,0) i (0,1)
rotiranih za 110 stepeni.

« Mozemo koristiti funkciju da pretvorimo kartezijanske koordinate u polarne koordinate.
Unesite sledecu funkciju.

car2pol <- function(v) {
x <= v[1l]
y <= vl[2]
r <— sqgrt (x"2+y”"2)
t <- atan2 (y, x)
return(c(r,t))



254

GLAVA 39. TRANSFORMACIJE SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

Sada car2pol (c(1,2)) vraca polarne koordinate za tacku (1, 2). Pronadite polarne koor-
dinate za tacku (—2,6).

Sada hajde da pronademo polarne koordinate kada nacrtamo dve standardne iid normalne
slucajne promenljive. Ponovi¢emo eksperiment 1000 puta komandom replicate.

results <— replicate (1000, car2pol (rnorm(2)))

Proverite dimenzije results komandom dim.

dim(results)

Koje su dimenzije results?

Prva koordinata su vrednosti R, dok je druga koordinata vrednosti 6.

plot (density (results([2,]))

Skicirajte rezultat. (Imajte na umu da su ovde vrednosti 6 forsirane da leze u [—7/2,7/2].)

Sada skicirajmo gustinu rastojanja od koordinatnog pocetka i uporedimo sa Rejlijevom
gustinom.

plot (density (results[1,]))

x <— seq(0,4,by=0.1)

lines (x, x*exp (-x"2/2),col="blue", lwd=2)
plot (density (results[1l,]))

Skicirajte rezultat.

Drugi deo

« Ako uzorkujemo 71, ..., Z; iid N(0, 1), tada tacke imaju pravac koji je uniforman po svim

mogucim pravcima. Dakle, mozemo napraviti funkciju koja generise uniformno sa povrsine
sfere na slede¢i nacin.

sphere.surface <— function(d) {
v <= rnorm(d)
return (v/sqgrt (sum(v"2)))
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Ovo se zove Harova mera na povrsini sfere. Hajde da generisemo 10% od ovih i nacrtamo
prvih 100.
results2 <— replicate (1076, sphere.surface(2))

plot (results2[1,1:100],results2[2,1:100])

Skicirajte rezultat.

+ Hajde sada da nacrtamo gustinu x vrednosti

plot (density (results2([1,1]1)))

Skicirajte rezultat.

+ Hajde sada da predemo na povrsinu 3-dimenzionalne sfere.

results3 <— replicate (1076, sphere.surface(3))
plot (density (results3[1,1)))

Pretpostavite koja je raspodela od X ako je (X, Y, Z) uniformno po povrsini 3-dimenzione
sfere.

+ Zbog simetrije ¢ce X, Y i Z imati iste raspodele. Zato §to leZe na povrsini sfere mora biti
X2 4+ Y2+ Z2 = 1. Dakle nisu nezavisne. Medutim, ako su na primer date X i Y, onda je
7 podednako verovatno jednako v1 — X2 — Y2i—+/1 — X2 — Y2 Dakle E[Z|X,Y] =0
zasve X 1Y, §to zna¢idasusvi (X,Y), (X, Z)i(Y, Z) nekorelirani. Proverite to ovako

cor (results3[1,],results3[2,])
cor (results3[1,],results3[3,1)
cor (results3[2,],results3[3,1)

i prikazite rezultat.
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« Sada generisite 10° ta¢aka uniformno sa povrine 4-dimenzionalne sfere i nacrtajte ocenu

kernela gustine prve koordinate.

Kada idemo u vise dimenzije, sve je veca verovatnoc¢a da ¢e prva koordinata biti blizu 0.
Generalno, kada se nalazite na povrsini sfere velike dimenzije, vrlo je verovatno da cete imati
sve koordinate veoma blizu 0. Naravno, one su zavisne, pa ako su Xy, ..., X4_1 svio, onda
X4 mora biti jednako 1.

Sada pretpostavimo da su (Uy, Uz) iid uniformne nad [0, 1]. Hajde da generisemo njih 1000 i
skiciramo grafikon.

ul <= runif (1000)
u2 <= runif (1000)
plot (ul,u2)

Hajde sada da ih transformisemo koriste¢i W = Uy — Uy, Wy = Uy + Us. Tada je Jakobijan
ove transformacije konstanta, tako da su transformisane varijable i dalje uniformne. Testirajte
ovo sa

plot (ul-u2,ul+u?2)

Skicirajte rezultat.

Ovo pruza jo$ jedan primer sluc¢ajnih promenljivih koje su zavisne (vrednosti koje W5 moze
da uzme zavise od vrednosti I¥;), ali koje nisu u korelaciji. Proverite ovo sa

cor (ul-u2,ul+u2)

Prikazite rezultat.

Generatrise momenata Podsetimo se da je za slucajnu promenljivu, X, funkcija gene-
ratrisa momenata mgf y () = Elexp(¢X)] ukoliko je ovo kona¢no. Na primer, ako je
X ~ Unif({1,2,3}), onda je

mef  (t) = (1/3)[e! + % + €¥].
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Dalje, za X1, ..., X, iid Unif({1, 2, 3}),

mgf x4 .1 x, () = mgfx ()"

Naci
P(X1+"'—|—X20:40)

koristeci funkciju generatrisu momenata i Wolfram Alpha.

« Koriste¢i Wolfram Alpha, naéi generatrisu momenata za T' ~ Exp(1), sa gustinom fr(s) =
exp(—s)1(s > 0). Prisetimo se da je

mgf(t) = Elexp(tT)] = /exp(ts)fT(s) ds.

S

Prikazite rezultat.
« Koja je generatrisa momenata za 71 + T + - - - + T, gde su T; iid Exp(1)?
« Na¢i generatrisu momenata za G’ sa gustinom (s*/24) exp(—s)1(s > 0).

« DaliGiT} + - -+ T5 imaju istu gustinu?
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Diskretne raspodele

Sazetak Ove vezbe ce vas uvesti u osnovne diskretne raspodele.

Prvi deo

« Poc¢nimo sa najjednostavnijom raspodelom, Bernulijevom ili indikatorskom slu¢ajnom pro-
menljivom. Za U ~ Unif([0,1]), B = 1(U < p) je Bernulijeva slu¢ajna promenljiva sa
parametrom p, i pisemo B ~ Bern(p). Takve promenljive mozemo da kreiramo pomoc¢u
funkcije as . integer zajedno sa logickim iskazima koji ukljucuju uniformne. Unesite sle-
dece.

u <= runif (10)
print (u <= 0.3)
print (as.integer (u <= 0.3)).

Prikazite rezultate.

+ Hajde sada da uradimo mnogo ovakvih i napravimo histogram.
b <- as.integer (runif (1076) <= 0.3)
hist (b)

Skicirajte histogram.

« Kada su By, By, Bs, ... niz iid Bern(p) slu¢ajnih promenljivih, zovemo taj niz Bernulijev
proces. Bernulijev proces se moze iskoristiti za dobijanje druge tri vazne raspodele. Prva
je binomna raspodela sa parametrima n i p (piSemo N ~ Bin(n,p). Ovo je zbir prvih n
promenljivih. Na primer, ako je n = 6 i p = 0.3, onda mozete da generisete jednu binomnu
koristeci

b <= sum(runif (6) <= 0.3)
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Hajde da napravimo 10 iid Bin(6, 0.3) slu¢ajnih promenljivih.

b <= replicate (10, sum(runif (6) <= 0.3))

Prikazite rezultate.

« Generisite 10° iid Bin(6, 0.3) i skicirajte histogram rezultata.

« Kao i kod svih ugradenih raspodela, R moze da generise binomne dodavanjem slova r na
ime raspodele. Unesite

c <— rbinom(10"6,size=6,prob=0.3)

i skicirajte histogram rezultata. .

« Sledeca raspodela koja se dobija iz Bernulijevog procesa je geometrijska. Ovde ispitujemo
G = inf{i: B; = 1} . Tako, na primer, ako Bernulijev proces pocinje sa 0, 1,1, 0,0, 1, onda
je{i: B; = 1} = {2,3,6}. Pretpostavimo da Bernulijev proces pocinje sa 1,0,0,0, 1, 1.
Koji su prvi elementi skupa {i : B; = 1}?

« Infimum skupa je njegova najveca donja granica. Za podskup celih brojeva to je slicno
minimumu. Tako je inf{7,4,6} = 41inf{5,6,7,...} = 5. Jedna razlika izmedu infimuma i
minimuma je u tome da inf()) = co. Imajuéi to u vidu, na¢i inf{2,4,6,8,...}?

«+ Sada ¢emo da udruzimo ove ideje. Geometrijska slucajna promenljiva je najmanja vrednost ¢
takva da je B; = 1. Formalno G = inf{i : B; = 1}. Tako da ako niz po¢inje sa 0, 0,0, 1, 1,0,
ondaje{i: B; =1} ={4,5,...},iG =inf{i : B; = 1} = 4. Generisite Bernulijev proces
i nadite {i : B; = 1} koriste¢i funkciju which.

b <- as.integer (runif (10) <= 0.3)
print (b)
which (b == 1)

Prikazite rezultat.

+ Hajde sada da generisemo neke geometrijske slu¢ajne promenljive koriste¢i ovaj pristup.
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g <— replicate (1074, min (which (runif (100) <= 0.3)))
hist (g, breaks=0:max (qg))

Skicirajte histogram za g.

Kao i kod binomnih, R ima ugradene funkcije za generisanje slucajnih geometrijskih sluc¢ajnih
promenljivih. Unesite

g <— rgeom (1074, prob=0.3))+1

hist (g,breaks=0:max (g))

i skicirajte rezultat. Primetite da smo morali da dodamo 1 nasumi¢no generisanoj geometrij-
skoj u R. To je zato $to neki autori defini$u geometrijsku kao inf{i : B; = 1} — 1. Iako su
obe definicije vazece, u ovom kursu ¢emo uvek koristiti verziju inf{i : B; = 1}.

Malo drugaciji nacin da se napiSe definicija geometrijske slucajne promenljive je da se kaze
i
G=infi:) Bi=1
j=1

Zatim moZemo proSiriti ovu definiciju na negativnu binomnu raspodelu sa parametrima i p,
uzimajuéi

1
Gr=infli:> Bi=k
j=1

Primetimo da ako su By, Bo, ... iid Bern(p) i G1, Ga, . .. suiid Geo(p), i

Nn=DB1+---+ By,
Grp=G1+ -+ Gy,
Tada je NV,, binomna sa parametrima n i p, a G/, je negativna binomna sa parametrima £ i p.

Drugim rec¢ima, IV,, je slucajni broj uspeha u fiksnom broj pokusaja n, a G, je slucajni broj
pokusaja potrebnih za dobijanje fiksnog broja uspeha k.
Prvo pokusajte sa k = 1, tako da imamo samo geometrijsku slu¢ajnu promenljivu

g <— rnbinom(1074,size=1,prob=0.3)+1

hist (g, breaks=0:max(qg))

Skicirajte rezultat.
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« Zatim pokusajte da saberete vise sluc¢ajnih promenljivih

g <— rnbinom(1074,size=4,prob=0.3)+1
hist (g, breaks=0:max(qg))

Skicirajte rezultat.
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Drugi deo

« Puason Postoji viSe nacina da opazimo Puasonovu slu¢ajnu promenljivu. Prvo, dobijamo je
kao grani¢nu raspodelu binomne slu¢ajne promenljive, gde je np jednako konstanti y, dok n
ide u beskonac¢nost (Sto ¢ini da p tezi nuli.) Na primer, neka je mu = 0. Unesite

n <— rbinom(10"6,size=10,prob=0.3)
hist (n,breaks=0:max(n))

Skicirajte rezultat. Primetite da je najces¢a vrednost 3 = (10)(0.3)

» Sada skicirajte histogram za 10° uzoraka iz Bin(100, 0.03). Primetite da np = (100)(0.03) =
3 ostaje isto.

. Sada skicirajte histogram za 10° uzoraka iz Bin(10000,0.0003). Ponovo np =
(10000)(0.0003) = 3 ostaje isto.

+ Dobijena raspodela je veoma bliska Puasonovoj raspodeli sa parametrom ;1 = 3 (piSemo
N ~ Pois(jt)). Unesite sledece.

n <— rbinom(10"6,size=10,prob=0.3)
hist (n,breaks=0:max (n))

Skicirajte rezultat.

« Puasonove slucajne promenljive su korisne za modelovanje fenomena tamo gde ima mnogo
eksperimenata, od kojih svaki ima male sanse za uspeh. Na primer, broj nedostataka u velikoj
montaznoj liniji sa vrlo malom Sansom za kvar, ili broj gresaka u kucanju reci u knjizi, obi¢no
prate Puasonovu raspodelu.

Izratunajmo verovatnoc¢u da je N = 0 za N ~ Pois(u). To je limes od P(N,, = 0) kada
n — oo gde je N, = Bin(n, pu/n). Tako je

n— o0

PV =0) = fim () Gu/)°(1 = o)
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Pronadite ovaj limes. Podsetimo se da eksponencijalna funkcija exp zadovoljava

exp(x) = lim (1+x/n)".

« Sada unesite

n <— rbinom(10"6,size=10000,prob=0.0003)
mean(n == 0)

da proverite va$ racun gore.

+ Da proucimo ostatak raspodele, razmotrimo za binomnu slu¢ajnu promenljivu,

P(Np = i) ()" (1 —p)n—
B n! illn—14)!  »p
(i+Dn—i—1)! n  1-—p
o n—i P
T i+l 1-p

Za X ~ Bin(100,0.6), §ta je P(X = 51)/P(X = 50)?

« Sada ocenite ovu vrednost sa

n <— rbinom(1076,size=100,prob=0.6)
mean (n == 51)/mean(n == 50)

« Primetite da za u = np,

P(Nn=i+1) n—i p _  p—iu/n)
P(N, =) i+1 1—p (i+1)(1—p/n)

Uzmite limes desne strane kad n — oo, zadrzavajuci p kao konstantu.
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« Iskoristite taj limes da nadete

=
Z|=2
I

za N ~ Pois(3).

« Proverite svoju ocenu sa

n <- rpois (1076, lambda=3)
mean (n==2) /mean (n==1)

Prikazite rezultat.

« Dakle, u ovom trenutku znamo kako da pronademo P(N = 0), i kako da nademo P(N =
i+ 1)/P(N = i). Koristeéi

2) P(N
1) P(N

3)
) P(N =2

) I

nadite P(N = 3) for N ~ Pois(3). Inace, ovo je poznato kao teleskopski proizvod.

+ Puasonov proces Drugi nacin razmisljanja o Puasonovoj slucajnoj promenljivoj je kao da
dolazi iz Puasonovog tackastog procesa (PPP). U ovom slucaju, ako generisemo standardni
PPP (tako da ima stopu 1) na [0, o0), tada ¢e

broj tacaka koje spadaju u interval [0, 3) imati Puasonovu raspodelu. U standardnom PPP-u,
rastojanje do prve tacke je eksponencijalna sluc¢ajna promenljiva sa srednjom vrednoscu 1.

Generalno, Pois(u) je raspodela broja tacaka koje padaju u interval [0, u).

Sledeci kod generise 7 prvu tacku u procesu. Ako je 7' iznad u, onda je o tacaka palo u
[0, 1t). U suprotnom, generiSemo broj koji je pao u [T, u), ili ekvivalentno [0, — T7), i
dodajemo to prvoj tacki.

rpoisson <-— function (mu=3) {
tl <- rexp(l)
if (tl>mu) return (0)
else {x <— rpoisson(mu-tl); return(l+x)}
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Replicirajte 10° iid Pois(3) uzoraka ovom funkcijom i nacrtajte histogram.

+ Kada funkcija poziva samu sebe tokom izvrSavanja to se naaziva rekurzija, a kada se rekurzija
koristi kao deo algoritma simulacije, on postaje algoritam savrsene simulacije.

Uopsteno govoreci, rekurzivni algoritmi imaju tendenciju da budu sporiji od nerekurziv-
nih. Ovo mozete da testirate pomocu funkcije system.time, koja meri koliko vremena je
potrebno za izvr$avanje komandi. Unesite

system.time (results <- replicate (1075, rpoisson(3)))
system.time (results <- rpois (1075, 3))

i prikazite rezultate.
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Centralna granicna teorema

Prvi deo

« Razmotrimo sabiranje gomile slu¢ajnih promenljivih. Na primer, ako saberemo 10 iid uni-
formnih nad [0, 1] dobi¢emo slu¢ajnu promenljivu S koja ima ocekivanje 5 i varijansu 10/12.

results <— replicate (1000, sum(runif (10)))
mean (results)
var (results)

Prikazite rezultat.

+ Pogledajmo grafikon.

plot (density (results))

Skicirajte ocenu kernela gustine za S.

+ Centralna granic¢na teorema kaze da kako dodajemo sve vise i vise slucajnih promenljivih
zajedno, treba da dobijemo rezultat koji sve vise li¢i na gustinu normalne sluc¢ajne promenljive.
Od pomod¢i je standardizacija sluc¢ajne promenljive oduzimanjem ocekivanja i deljenjem
njenom standardnom devijacijom. Rezultat ¢e tada imati ocekivanje 0 i standardnu devijaciju
1, iizgledace sli¢no gustini standardne normalne slucajne promenljive.

plot (density ( (results-5) /sqrt (10/12)))

x <— seq(-2,2,by=0.1)
lines (x,dnorm(x), lwd=2,col="blue")
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Skicirajte rezultat.

» Hajde sada da pokusamo istu stvar sa eksponencijalnom slu¢ajnom promenljivom parametra
2.

results2 <— replicate(1000,sum(rexp (10, rate=2)))
plot (density ( (results-10%1/2) /sqgrt (10%(1/2)"2)))
lines (x,dnorm(x), lwd=2, col="blue")

Skicirajte rezultat.

« Primetite da je rezultat malo losiji u poredenju sa dodavanjem 10 uniformnih. To je zato §to
je, kao i normalna raspodela, uniformna raspodela simetri¢na oko svoje srednje vrednosti,
dok eksponencijalna raspodela nije. Kazemo da je eksponencijalna raspodela iskrivijena.
Generalno je iskrivljenost (skewness) slucajne promenljive X sa o¢ekivanjem p i standardnom

devijacijom ¢ data sa
X —u 3
> .

Ocenite iskrivljenost za S = Uy + - - - 4+ Uy gde su U; iid Unif([0,1]) i R=T1 + --- + Tho
su iid Exp(2) sa

skew(X) =E

mean ( ( (results-10%1/2) /sqrt (10/12))"3)
mean ( ( (results2-10%1/2)/sqrt (10%(1/2)"2))"3)

Prikazite ocene za uniformne i za eksponencijalne.

Drugi deo

« CGT vazi i za diskretne sluc¢ajne promenljive. Razmotrimo bacanja Sestostrane kocke.

results3<— sample(l:6, size=1000, replace = TRUE)
hist (results3, breaks= 0:6)

« Sada razmotrimo zbir bacanja dve kockice.
results4 <— replicate (1000, sum( sample(l:6, size=2, replace= TRUE)

hist (results4, breaks=0:12)

« Sada saberimo 20 bacanja kockica.
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resultsb <— replicate (1000, sum( sample(l:6, size=2, replace= TRUE)
hist (results5, breaks=0:120)

Skicirajte grafik.

Ovako ce se i nastaviti, sa sve vise bacanja kockica koje rezultuju boljim uklapanjem. Neka je
X zbir 20 nezavisnih bacanja Sestostranih kockica i pogledajmo kako da ocenimo na primer,
P(X < 60). Oduzimanje ocekivanja i deljenje standardnom devijacijom proizvodi nesto
priblizno normalnoj.

Ocekivanje za X je (20)(1 4 6)/2 = 70, a varijansa (20)(6 — 1)(6 + 1)/12 = 700/12 =
58.333....

Ocenite srednju vrednost i varijansu za results5 koriste¢i mean i var i prikazite rezultate.

Tako imamo
X —-70 60 — 70
<

V/700/12 ~ /700,12

Ovo se moze izracunati sa pnorm( (60-70) /sqrt (700/12) ). PrikaZzite dobijenu ocenu

P(X < 60) = P( )~ P(Z < —1.309...).

verovatnoce.

Mozemo oceniti gornju verovatnocu i iz uzoraka bacanja kockica.

mean (results5 <= 60)

Prikazite ovu Monte Karlo ocenu.

Poslednja ocena je na neki nacin bolja od CGT ocene. CGT ocena je fiksna stvar, ne postaje
nista bolja. Povecanje broja uzoraka sa 1000 na veéi broj ¢e dati bolju ocenu. Ocenite
verovatnocu koriste¢i 100000 uzoraka i prikazite svoj rezultat.






Deo 111

MATEMATICKE OSNOVE ZA UCENJE
VEROVATNOCE
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Logicka notacija

Sazetak Simbol V znaci za sve ili za svaki. Simbol 3 znaci postoji ili postoji bar jedno.
Simbol A predstavlja logicko i, tsimbol \V predstavlja logicko ili, i — predstavlja logicku
negaciju.

42.1 lIstinito i laZno

Neke logicke tvrdnje su tacne, na primer, 3 je vece od 1. Neki su netacne, na primer, 7 je vece od
10. Kada uvedemo promenljive u iskaze njihova istinitost ili laz zavisice od konkretne vrednosti
promenljive. Na primer, = > 1 je ta¢no kada je z = 2, ali neta¢no kada je z = 1/2.

42.2 Za sve i za svako

Postoji neka vrednost od z takva da je tacno x > 1. U logickoj notaciji postoji je predstavljeno
sa 3. Tako je iskaz
(Jz e R)(x > 1)

tacan jer zaista postoji bar jedna vrednost od x medu realnim brojevima za koju je iskaz tacan.
S druge strane, neke izjave su istinite bez obzira na vrednost promenljive. U

(Vz € R)(z% > 0),

simbol V znaci za sve, ili za svako, i znaci da je iskaz na kraju (x2 > () tacan za svaki moguci
izbor vrednosti x medu realnim brojevima. Ovakve izjave se mogu koristiti za formalno definisanje
podskupova, preseka i unije.

Definicija 77

Kazemo da je A C B ako je (Va € A)(a € B). Kazemo da je x € A; N Ay ako je
(Vi € {1,2})(z € A;). Kazemo daje z € A; U Ay ako je (Fi € {1,2})(x € A4;).
Uopstenije, kazemo da je € Nae 4 Ay ako je (Vo € A)(x € Ay) i@ € Ugea Ay ako je
(Ja € A)(z € Ay).

To jest, unija skupova su oni elementi takvi da postoji bar jedan skup u kome se element nalazi.
Presek skupova se sastoji od elemenata takvih da je, za svaki skup, element u skupu.
Stvari zaista postaju zanimljive kada po¢nemo da kombinujemo to dvoje. Razmotrite logicku
izjavu
(Vz € R)(Jy € R)(x 4+ y > 10).
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Ovo se moze protumaciti na slede¢i nacin:
Za svaki realan broj x postoji realan broj y takav da je x + y najmanje 10.
Ova izjava je tacna. Medutim, izjava
(Jy € R)(Vx € R)(x +y > 10)

je netacna. U logi¢nim izjavama redosled je bitan!
U logici, ,postoji” i ,za sve” su poznati kao univerzalni kvantifikatori. U ovom kursu, posto se
uglavnom bavimo realnim brojevima, koristi¢emo skracenicu (Vx) sa znacenjem (Vk € R).

42.3 Dokazivanje logickih iskaza

Kako mogu biti siguran da je (Vz)(Jy)(z +y > 10) tatno? Mogu da koristim dokaz da pokazem
rezultat. Da bi se dokazala takva izjava, po¢injemo tako $to ¢emo se baviti kvantifikatorima na
pocetku dokaza.

Na primer, pokusajmo da dokazemo (Vz)(z? > 0). Prvi red dokaza dolazi iz ¢injenice da k
koristi univerzalni kvantifikator. Kada vidim V iskaz, moram da instanciram kvantifikator. To znaci
da sam u svom prvom redu dokaza pustio promenljivu da uzme proizvoljnu vrednost.

Dakle, moj prvi red dokaza da je (Vx)(x? > 0) je

Neka je x € R.

Nije ba$ uzbudljivo! Medutim, time signaliziramo da je vrednost od x je izabrana, i tako sada
mozemo govoriti o vrednosti x kao fiksnoj vrednosti.

Posto je x fiksna vrednost znamo, na primer, da jeste vece ili jednako 0, ili je manje ili jednako 0.
Posto je proizvod dva pozitivna ili dva negativna broja u oba slu¢aja nenegativan, time dobijamo
dokaz.

U potpunosti napisan, nas dokaz je sledeci.

Cinjenica (Vz)(z? > 0)

Dokaz Nekajex € R.
Pretpostavimo da je z > 0, onda je 22=x-2>0.
Pretpostavimo da je z < 0, onda je 22=x-x>0.
U svakom slucaju, 22 > 0, ¢ime je dokaz zavrsen. [J

Nekoliko napomena o dokazu.

« U matemati¢kom pisanju koristimo kompletne recenice. Cesto kada razmisljamo o dokazima
razmisljamo u delovima recenica, ali u krajnjem dokazu uvek treba koristiti kompletne
recenice.

» Dokaz smo okoncali simbolom [, koji ukazuje da je dokaz zavrsen. Jo$ jedan uobicajen nacin
da se zavrsi dokaz je sa QE D, sto je skracenica od latinske fraze quad erat demonstrandum
Sto znaci ,Sto je trebalo da se pokaze". Latinske fraze su uklonjene iz svakodnevne upotrebe u
vecini matematickih oblasti, pa je tako jednostavan simbol [] ono $to se danas najvise koristi.
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« Koristili smo ,pretpostavimo” da razbijemo moguce vrednosti x na razlic¢ite slucajeve. Jos
jedan uobicajen nacin da se ovo kaze je upotreba reci ,slucaj”. Dakle, mogli smo i da napisemo
Slucaj 1: x > 071 ,Slucaj 2: < 07

Prilikom instanciranja (Vz), moramo dozvoliti bilo koju vrednost z. Kada instanciramo (3x),
mozemo da izaberemo vrednost promenljive . Ovo moze uciniti ove vrste dokaza veoma jedno-
stavnim.

Cinjenica (3z)(z + 5 > 10)

Dokaz Nekajez = 5.
Ondaz+5=5+5=10>10. [

Hajde sada da se vratimo ovome (Vz)(3y)(z + y > 10). U prvom redu ¢emo instancirati x

Neka jex € R.

U slede¢em redu treba da instanciramo y. Posto smo ve¢ instancirali x, mozemo koristiti x da
definiSemo y. Sada ho¢u da zavrsim saz +y > 10. To znaci da Zelim y > 10 — x. Ne mogu samo da
kazem y > 10 — x jer to nije broj, treba da napisem da je y jednako necemu. Na primer, y = 10 — z.
Dakle, moj dokaz je slede¢i.

Cinjenica (Vx)(3y)(z +y > 10)

Dokaz Letx = 5.
Nekajey =10 — =
Ondaz+y=2+10—2=102>10. O

Vazno je napomenuti da izbor y-a ovde nije bio jedinstven. Na primer,

Dokaz Nekajex = 5.
Nekajey =14 — x
Ondaz+y=z+14—-—2x=14>10. O

je savrseno validan dokaz. Postoji beskonacan broj mogucih dokaza za ovu izjavu, i ne treba da
brinete o dobijanju ,najboljeg” dokaza pokusavajuéi da u¢inite y §to manjim. Sta god funkcionige
kao dokaz je sjajno!

42.4 Logicko iilogicko ili

Logicko i, koje se pise A, i logicko ili, koje se pise V, povezuju istinite i neistinite izjave. Logi¢ko
ije istinito samo ako su sve izjave koje povezuje istinite. Na primer,

(3>5)A(7T>05)

je neta¢no jer je (3 > 5) neta¢no i dovoljna je bar jedna neistinita izjava da logicko i proizvede
neistinitost. Dok je
(3>5)V(7>5)
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tacno jer je (7 > 5) tatno i dovoljna je bar jedna ta¢na izjava da logicko ili proizvede ta¢nost/istini-
tost.

Zapis podseca na presek i uniju skupova, a ovo nije slucajnost. Zapisivanje postavljenih simbola
u terminima logickog ili i logickog i moZe se uciniti na sledeci nacin.

(33 € UaGAAa> = \/aeA<.'L' € Aa), (.’L’ € maeAAa) = /\aeA(ﬂf € Aa)

42.5 Negacija i dokazivanje neistinosti

Operator negacije — menja istinitost u neistinitost i obrnuto. Na primer, (3 > 5) je neistinito, ali
je =(3 > b5) istinito. Sli¢no tome, (Vo > 3)(2z > 5) je istinito, ali je =(Vz > 3)(22 > 5) neistinito.

Pretpostavimo da zelim da dokazem da je izjava p lazna. Onda moZemo koristiti ista pravila
kao ranije, samo Zelimo da dokaZzemo da je —p istinita. Da bismo ovo iskoristili, potrebna su nam
pravila kako da negiramo logicke izjave.

Ovo c¢e zavisiti od vrste izjave. Na primer,

(@ =5) = (¢ #5),

dok je
—(z >5) = (z <5).

Razmislite o negiranju izjave ,za sve". Ovo govori da nisu sve vrednosti promenljive u redu.
Drugim re¢ima, postoji vrednost promenljive koja nije u redu. Dakle, nase pravilo je da negacija
pretvara V u 4, tj.

=(vp)(¢) = (3p)(—q).

Izbor p koji ¢ini ¢ neistinitim se ponekad naziva kontraprimer.
Sli¢no tome, kada negiramo izjavu ,postoji", time kazemo da bez obzira koju vrednost da izabe-
ramo, neistinito je. Dakle, negacija pretvara Ju V, tj.

=(3p)(q) = (Vp) # (@)

Razmotrite na$ raniji primer (Jy)(Vz)(x + y > 10). Tvrdio sam da je to bilo lazno, ali sada
imamo alate da to i dokazemo. Umesto da dokazujete da je iskaz lazan, pokusajte da dokazete da je
njegova negacija istinita.

~(Fy)(Vz)(z +y = 10) = (Vy)~(vVz)(z +y = 10)
= (Vy)(Fz)=(z +y = 10) = (Vy)(Iz)(z +y < 10).

Cinjenica (Vy)(3z)(z +y < 10)

Dokaz Nekajey € R.
Nekajex =9 —y
Ondaz+y=9—-y+y=9<10.
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42.6 Ako-onda (If-then) iskazi

Uobicajena formulacija u logici je ,Ako je nesto istina, onda nesto drugo je tacno.” Ovo se moze
napisati pomocu if-then operatora —, tako

p—4q

znadi ako je izjava p tatna, onda je g ta¢na. Ovo se takode ¢ita kao p povlaci(implicira) q. Ispostavlja
se da mozemo napisati ovaj operator koristeci nase prethodne operatore kao

(p—aq)=pmANg)V-p

Drugim recima, ili p nije tacno, ili ako je ta¢no, onda i g tacno. To znaci da prilikom dokazivanja
ove vrste iskaza, ne moramo da brinemo $ta se desava kada p nije istina. Na$ prvi red ako-onda
dokaza je uvek ,Neka je p istinito”

Na primer,

Cinjenica ako je a > 2, onda je a® > 3.

Dokaz Nekajea > 2.
Ondaa-a >2-2takodajea® >4>3. [

Zadaci
42.1 Dokazati (3z)(2z + 3 > 10).
42.2 Dokazati (Vy)(y? + 1 > 0).
42.3 Dokazati (Vx)(Jy)(zy < 0)
Dokaz. Neka je x € R. Neka je y = —|x|. Pretpostavimo da je z > 0, onda y < 0 tako

da je xy < 0. Ako je x < 0, onda je y > 0, i tako zy < 0. U svakom slu¢aju zy < 0. [J

42.4 Zapisati ~(Vx € R)(Jy)(2x + y > 4) bez negacije.
42.5 Dokazati da ako je x > 3 onda 2z > 6.

42.6 Dokazati da (Ve > 0)(35 > 0)(Va € [6,8]) (22 < e).
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Skupovi i Mere

Pitanje dana Sta je skup?

Sazetak Skupovi suneuredene kolekcije elemenata. Mere kao §to su mera prebro-
javanja i Lebegova mera nam govore o veli¢ini skupa. MoZemo udruziti dva skupa A
i B da formiramo Dekartov (Kartezijanski) proizvod A x B, gde je (a,b) € Ax B
ako i samo ako jea € Aib € B. Ovo se moze prosiriti na kartezijanski proizvod
proizvoljnog broja skupova.

Prva matematika koju vecina ljudi uci je koncept broja. Ali sta je zapravo broj? Predstavlja
veli¢inu skupa. Za na primer, ako imam skup objekata

{spajalica, olovka, heftalica},
onda imam tri objekta. Ako imam sledece voce:
{jabuka, narandza, banana},

onda imam tri objekta. To $to je prvi set bio kancelarijski materijal, a drugi voce nije bitno.
Savremeni matematicari su razvili ovu ideju o skupu objekata, i koristili je kao osnovu za razvoj
c¢itavih grana matematike. Mi ¢emo definisati ideju skupa na sledeci nacin.

43.1  Skupovi

Skup je kolekcija elemenata gde redosled nije bitan. Stavite viticaste zagrade oko elemenata da
ukazete da je to skup. Na primer,

{a,b,c}

je skup koji sadrzi elemente a, b i c. To je isto kao i skup {b, ¢, a}.

Definicija 78
Skup je neuredena kolekcija elemenata.

KaZemo da je red elemenat skupa {red, green, blue}. Koristimo slede¢u notaciju da opisemo ovo.

279
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Notacija 5
Ako je a elemenat skupa A, pisemo a € A. Ako b nije element skupa A, pisemo b ¢ A.

Obratite paznju da kraj simbola € sa tri linije koje izlaze pokazuje ka skupu. Na primer
a€{a,b,c}t, d¢{a,b,c}.
Ako je svaki element skupa A unutar skupa B, kazemo da je A podskup od B i pisSemo

ACB.

Definicija 79
Skup A je podskup skupa B (pise se A C B) ako za svaki elementa € Avaziia € B.

Primetite da notacija podskupa li¢i na oznaku <: uvek se postavlja otvoreni kraj simbola C
prema vecem skupu. Na primer,

{a,b} C{a,b,c}, {a} C{a,b,c}, {b,d} L {a,b,c,}.

Pomaze da imate skup bez elemenata, koji zovemo prazni skup.

Definicija 80
Skup {} = 0 je prazan skup koji ne sadrzi nijedan element.

Postoje dve korisne operacije za rad sa skupovima. Prvo, za kolekciju skupova, zelimo da
razmotrimo elemente koji se nalaze u svakom pojedinacnom skupu. Ovo je presek skupova.

Definicija 81
Za dva skupa A i B, kazemo da je AN B (pise se i AB i A, B) presek skupova ako se
AB sastoji ta¢no od onih elemenata a koji pripadajua € Aia € B.

Za kolekciju skupova { A, }, kazemo da se

NoAa

sastoji tatno od onih elemenata a koji pripadaju A, za svako .

Drugo, zelimo da razmotrimo koji se objekti nalaze u najmanje jednoj od kolekcije skupova. Ovo
je unija skupova.

Definicija 82
Za dva skupa A i B, kazemo da je A U B unija skupova ako se A U B sastoji ta¢no od
elemenata a takvih davaziilia € Ailia € B.

Za kolekciju skupova {4, }, kazemo da se

UaAa

sastoji se od ta¢no onih elemenata a takvih da postoji u najmanje jedno « takvo da je
a € A,.
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Ojlerovi dijagrami se mogu koristiti za oznacavanje svojstava skupova. Na primer

Osencena oblast je AN B. Osencena oblast je A U B.

Da sumiramo notaciju:

tprazan skup

je element skupa
nije element skupa
je podksup skupa
nije podskup skupa
presek

COMNRINAMN =

unija

Jos jedan Ojlerov dijagram.

(o) ()

Ova slika nam kaze dasusvi AN B, ANC, AN D iC N D prazni skupovi. Takode, ukazuje da je
C CB.

43.2  Neki vazni skupovi
Vazni skupovi se obi¢no oznacavaju podebljanim duplim slovima. Dva najvaznija skupa brojeva

koja se koriste u ovom kursu su sledeca.

R realni brojevi
7, celi brojevi

43.3 Mere

Mera je jos jedan nacin merenja veli¢ine skupa. Postoje dve vazne mere koje Ce se stalno koristiti
tokom ovog kursa.

1. Mera prebrojavanja (counting measure). Ona prebrojava objekate u skupu. Na primer,
mera prebrojavanja za {a, b, c} je 3 jer skup sadrzi tri elementa. Napisacemo # za meru
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prebrojavanja, tako da je #({a, b, ¢}) = 3. Mera prebrojavanja praznog skupa je 0, tako da
je #(0) = 0.

Mozemo to napisati i kao zbir

#H(A) =D 1,

iI€A

ili koristec¢i indikatorsku funkciju

#(A) = Z]l(i € A).

2. Lebegova mera. Ovo je mera koja je ista kao i duzina u jednoj dimenziji, povrsina u dve
dimenzije, zapremina u tri dimenzije i tako dalje. Na primer, Lebegova mera intervala
[3.5,7.2] je 7.2 — 3.5 = 3.7. Koristicemo ¢ za Lebegovu meru, tako da je ¢([3.5,7.2]) = 3.7.

Bas kao $to mozete pronaci meru prebrojavanja sabiranjem jedinica, tako mozete pronaci
Lebegovu meru za sve skupove koji se razmatraju u ovom kursu integracijom konstantne
funkcije koja je uvek jednaka 1

ili moZemo to zapisati koristeci indikatorske funkcije.
(A) = /]l(s € A)dA.

Na primer

0([3.5,7.2]) = / lds=s|32=72-35=3.7.
5€[3.5,7.2]

Neka je A trougao sa temenima (0, 0), (0,1) i (1,0) u R?. Onda je

((A) = / 1 dR?

€A
1 1—x
= / / 1dy dx
=0 Jy=0
1
= / 1—zdx
=0

=—(1-12)*/20 =1/2.

Pogledajte posebno poglavlje o integralima za vise detalja o dvostrukim integralima.
Korisna ¢injenica o meri m je da ako se dva skupa ne seku, onda je mera unije jednaka zbiru
mera dva skupa. Dakle, u nasem drugom Ojlerovom dijagramu

m(AU B) =m(A) + m(B).
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43.4 Dekartov proizvod skupova

Ako imam dva skupa A i B, onda se Dekartov (Kartezijanski) proizvod, zapisan kao A x B sastoji
od uredenih parova (zvanih i dvojke) (a,b) gdejea € Aib € B.
Na primer

{a,b} x{c,d,e} ={(a,c),(a,d),(a,e),(b,c), (b,d),(be)}.

I mera prebrojavanja i Lebegova mera su primeri proizvod mera.

Definicija 83
Mera y je proizvod mera ako za sve merljive A i B,

(A x B) = p(A) - u(B).

Cinjenica 109
I mera prebrojavanja i Lebegova mera su proizvod mere.

Na primer, neka je A = {a,b} i B = {¢,d, e}. Onda je
Ax B ={(a,c),(a,d), (a,e), (b,c), (b,d), (b,e)}.

Takode
#(A) - #(B) = (2)(3) = 6 = #(A x B).

Za primer sa Lebegovim merama uzmimo A = [2,3] i B = [6, 7.5]. Onda je
AxB={(z,y):z€[2,3],y€[6,75]},

iovdeje (A)=3—-2=14(B)=75—-6il(Ax B) = (1)(1.5) = 1.5.

Drugim rec¢ima, povrsina pravougaonika jednaka je proizvodu duzina stranica!
Zadaci
43.1 Kolika je mera prebrojavanja skupa {1,2,...,10}?
43.2 Kolika je mera prebrojavanja skupa {1,2,...,10} N {6,7,...,15}?
433 a) Staje{r,g,0} N{g,b,y}?
b) Staje {r,g,b} U{g,b,y}?
43.4 Odredi {1,2,3,4,5) U{3,4,5,6,7}?
43.5 Kolika je mera prebrojavanja od {r, g, b}?
43.6 Kolika je mera prebrojavanja od {x1, x2, x3}?
43.7 Kolika je mera prebrojavanja od {1, 3,5} x {7,9}?
43.8 Kolika je mera prebrojavanja od {r, g,b} x {y,m,r}?
43.9 Nekaje A = {r, g, b}. Kolika je mera prebrojavanja od A x A x A x A?

43.10 Kolika je mera prebrojavanja od {0, 1}10?
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43.11  a) Kolika je Lebegova mera od [2, 10]?
b) Kolika je Lebegova mera od [—6, 2]?
43.12 Kolika je Lebegova mera od [—1,1] N [0, 4]?
43.13 Kolika je Lebegova mera od [3,4.5] x [0, 6]?
43.14 Kolika je Lebegova mera od [0, 2]*?
43.15 De Morganovi zakonikazu da je

(AUB)Y = AN B¢
(ANB)Y = A° UB®.

Pretpostavimo da ovaj zakon vazi za dva skupa i onda dokazimo da

(AUBUC)Y = A°NBYNnCC.
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Funkcije

Sazetak Funkcija f : A — B uzima za ulaz elemente iz A i vraca kao izlaz jedan
element iz B. Funkcija je jedan-jedan (pise sei 1 — 1) ako je f(a) = f(d') = a =d.
Funkcija je na ako za svako b € B, postoji a € A takvo da je f(a) = b.

Funkcije su srce i dusa moderne matematike. Veliki deo privlacnosti matematike kao alata
je njena sposobnost da transformise probleme iz komplikovane formulacije do jednostavnijeg
rezultata. I ove transformacije ¢esto se mogu napisati kao funkcije.

U ovom kursu ¢emo se baviti samo izracunljivim funkcijama To su u sustini masine koje
uzimaju jednu ili vise promenljivih kao ulaz (input). Ovi ulazni parametri se takode nazivaju
argumenti funkcije. Funkcija zatim izvodi neka izra¢unavanja i vra¢a jednu ili vise izlaznih
(output) promenljivih.

T — Y1
x2 — Y2
In —— Ym

Na primer, izracunljiva funkcija f(z1, z2) = 21 + x2 = y; ima dve ulazne promenljive z iz,
izracunava zbir ulaza, i vraca jednu izlaznu promenljivu y;. Ono $to se moze izracunati je dato
Tjuringovom masinom, koju za svrhe ovog kursa mozZete zamisliti kao racunar opste namene.

Definicija 84
Skup mogucih ulaza za funkciju f se naziva domen. Skup mogucih izlaza funkcije se
naziva kodomen.

Drugim rec¢ima, funkcija uzima inpute iz svog domena i transformise ih u elemente kodomena.
Imajte na umu da kodomen nije jedinstven. Na primer, mogao bih da kazem da f(x) = z? ima i
domen i kodomen jednak skupu realnih brojeva, ili bih mogao reci da se kodomen sastoji samo od
nenegativnih brojeva.

Notacija 6
Pisemo f : A — B ako je A skup ulaznih vrendosti za f a sve izlazne vrednosti pripadaju
B.

285
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Za dato b € B, moze postojati 0, 1ili beskonacan broj vrednosti a € A takve da je f(a) = b.
Kada ih ima najmanje 1, kazemo da je funkcija na.

Definicija 85
Funkcija f : A — B je na ako je

(Vb € B)(3a € A)(f(a) = b).

Matematicari koriste termin slika da opisu rezultat koji dolazi od primene funkcije na jedan ili
vise ulaza.

Definicija 86

Slika od a € A pod dejstvom funkcije f je f(a). Slikaod A" C A pod dejstvom funkcije
fie{b: (3a € A)(f(a) =0)}.

Recju, slika skupa su svi moguci izlazi funkcije kada ulaz dolazi iz tog skupa. Svojstvo na mozemo
okarakterisati u smislu slika.

Cinjenica 110

Funkcija f : A — B je na ili surjektivna ako je slika od A jednaka B.

Na funkcije imaju najmanje jedan ulaz za svaki izlaz. Ako funkcija ima najvise jedan ulaz za
svaki izlaz, funkcija je jedan-jedan.

Definicija 87
Funkcija f : A — B je jedan-jedan (pise se i 1 — 1) ili injektivna ako je

(Va,a" € A)(f(a) = f(a') = a =d).

Recéima: ako dva ulaza imaju isti izlaz, ta dva ulaza mora da su bili jednaki! Sada, ako je funkcija
il — 11 nato se onda zove (veliko iznenadenje) jedan-jedan i na.

Definicija 88
Funkcija f je 1 — 1 i naili bijekcija akojeil — 11i na.

Zadaci
44.1 Za datu funkciju f : {a,b, c} — {b, ¢, d} odgovoriti na sledece.

a) Koji sumogudi ulazi za f?

b) Koji su mogucdi izlazi za f?

44.2 Za datu funkeciju t : {[0,3] — [0, 10]} odgovoriti na sledece.

a) Koji su moguci ulazi za ¢?

b) Koji su moguci izlazi za t?

44.3 Nekaje g(a) = b, g(b) =big(c) =d.Dalijeg1—1?
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44.4 Nekaje h(2) = h(3) =4, h(4) =5.Dalijeh 1 —1?

44.5 Razmotrimo funkciju f(x) = x2.

a) Recimo f :[0,1] — [0,1]. Dalije f na? Dalije 1 —1?

b) Recimo f : [—1,1] — [0,1]. Dalije f na? Dalije 1 — 1?

¢) Recimo f : [-1,1] — [0,2]. Dalije f na? Dalije 1 — 1?
44.6 Nekajer(a) =0, r(b) = ¢, r(c) =c.

a) Akojer: {a,b,c} — {a,b,c} dalijer na?

b) Ako jer:{a,b,c} — {b,c} dalijer na?






Glava 45

Integracija

Sazetak Integrali u odnosu na Lebegovu meru su klasi¢ni tip integrala sa kojim se
susreCete u Analizi. Integrali po meri prebrojavanja su isto §to i sume.

U dvostrukim (i trostrukim i vi$im) integralima i sumama, mozZete promeniti redosled
integracije (ili sumiranja) koriste¢i Fubinijevu teoremu kada je ukupni integral
ili suma konacan, ili koris¢enjem Tonelijeve teorema kada su integrand ili sabirci

nenegativni.

U Analizi ste u¢ili o integralima kao $to su

1
A = / z? dr,
=0

[0.9]

Ay =) 1/

i=1

ili o sumama kao $to je

I jedno i drugo ukljucuje sabiranje objekata, i za matematicara oboje su primeri integrala. Prvi
integral je u odnosu na Lebegovu meru, a druga je u odnosu na meru prebrojavanja. Za p jednako
Lebegovoj meri mozemo pisati

Alz/ x2dﬂz/ 2% dx.
z€[0,1] z€[0,1]
Ovo je neprekidni integral.

Suma je isto integral, ali u odnosu na meru prebrojavanja.

AQZ/ 1/i? d = 1/i%.
i€{1,2,...} Z

i€{1,2,...}

Takav integral je diskretni integral.

Zasto je korisno posmatrati i integrale i sume kao integrale (samo u odnosu na razli¢ite mere)?
Pa, to nam omogucava da pisemo teoreme o integralima i sumama koriste¢i samo jednu notaciju, a
ne dve, jednom za kontinuirane integrale i jednom za diskretne integrale. Kasnije u ovom poglavlju
videcemo Tonelijevu i Fubinijevu teoremu. One daju lep primer ovoga na delu, jer se primenjuju
na opste integrale bez obzira da li je mera Lebegova ili mera prebrojavanja.
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45.1  Integracija nad merom

Integral se sastoji od tri dela:

1. Granice (Limesi) integracije.
2. Integrand (podintegralna funkcija).

3. Diferencijal koji nam govori koja se mera koristi za ovaj integral.

Ova tri dela se mogu zapamtiti preko akronima LID: Limesi, Integrand, Diferencijal.

Kada je pt mera prebrojavanja, integral je jednostavno suma:

| f@dn=3 1@

TEA

Primer 71
Neka je f(i) =izai € {1,2,3,...}. Nadi

[ s
i€{1,2,3,4}

gde je ;1 mera prebrojavanja.

Resenje Posto je u mera prebrojavanja, ovo postaje

/ fG@)du=fQ)+fQ2)+fB)+f4)=1+2+3+4=[10]
i€{1,2,3,4}

Primer 72
Za f(luj) =1 +,7’ étaje f(i,j)GA f(la.]) d# za A = {172v3} X {172}?

Resenje A ima Sest elemenata, pa je integral zbir vrednosti funkcije od ovih elemenata:

/(, en fG,9)=f11)+ f(1,2) + f(2,1) + £(2,2) + f(3,1) + f(3,2).

Kada je 1 Lebegova mera, prvo pokusajte da izrac¢unate Rimanov integral o kome ste u¢ili na
kursu Analize. Ovo se obi¢no izracunava (kada je to moguce) pronalazenjem primitivne funkcije
i koriscenjem Osnovne teoreme integralnog racuna (Njutn-Lajbnicove formule). Ako Rimanov
integral postoji i konacan je, Lebegov integral je jednak istoj vrednosti.
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Primer 73
Uzmimo f(x) = x. Naci

z€[1,4]

Resenje Kako je [22/2]) = x $to je neprekidna funkcija nad [1,4], Osnovna teorema
integralnog racuna nam kaze da je

=8~ 1/2=[7.500]

45.2  ViSestruki integrali

Kada se suo¢imo sa integralom nad 2 ili vise dimenzija, bilo bi lepo da mozZete da ga pretvorite u
niz jednodimenzionih integrala. Na primer, Zeleli bismo da mozemo da predstavimo

/ F(@,y) du(a,y) = / / f(z,y) duly) du(z).
(z,y)€[0,1]x[0,2] z€[0,1] Jy€[0,2]

Nazalost, ova jednakost ne vazi uvek. Medutim, postoji nekoliko jednostavnih uslova pod kojima
ova jednakost vazi.

1. Toneli kaze da jednakost vazi kada je integrand nenegativan.

2. Fubini kaze da jednakost vazi kada je
[ l)de <.
(z,y)eA

Primetite da ako je integrand f(x,y) i pozitivan i negativan za tacke (x,y) € A, onda je jedan
moguci pristup da se prvo izracuna

/ Fay)| du
(z,y)eA

koriste¢i Tonelija, i onda ako je konacan mozete koristiti Fubinija na po¢etnom problemu.

Formalno, ove teoreme mozemo iskazati na sledeéi nacin.
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Poc¢nimo sa primerom u kom se koristi Lebegova mera.

Primer 74
Naci
/ 2y dy,
(z,y)€[0,1]x[0,2]
gde je ;1 Lebegova mera.

Resenje Posto je integrand nenegativan za svako (z,y) € [0,1] x [0, 2], vazi Toneli, i

/ 22y dR? = / / 22y dy dx
(z,y)€[0,1]%[0,2] z€[0,1] Jy€[0,2]
— [ ot
z€[0,1]

= / 222 dx
z€[0,1]

= (2/3)23|5 = 2/3 ~|0.6666 |

Evo sada i primera koji koristi meru prebrojavanja.
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Primer 75

Naci ‘
(0.@] (2
>N (1/2)"
i=1 j=1

Resenje Ovo je

/ (1/2)" dp,
(i,5)5€{1,2,..}.j€{1,....i}

gde je © mera prebrojavanja. Posto je integrand nenegativan, mozemo primeniti Tonelija.
Imajte na umu da je dogadaj

W aae (sl el 2
isto Sto i dogadaj
{(i,7):7€4{1,2,3...},ied{j,j+1,j+2,...}}

Tako, po Toneliju, imamo

Soa/2)i=3">"a/
i=1 j=1 j=1 i=j

Primetite da je

> 2= i1/2),
i=1 j=1 i=1

tako da gornji primer takode pokazuje da Toneli mozZe biti koristan i u izra¢unavanju sume preko
jedne promenljive.
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Primer 76
Naci

= / 1 —xydy dx.
(z,y):z€[0,1],y€x,1]

Resenje Kako je integrand nenegativan za svako (z,y) takvo daje z € [0,1]iy €
[x, 1], po Toneliju je ovo jednako

I = / / 1 — 2y dy dx
z€[0,1] Jy€lx,1]

=/ y — xy?/2|} dx
z€[0,1]

:/ 1—x/2— (z—23/2) dx
z€[0,1]

_ / 1= (3/2)z +2%/2 da
z€[0,1]

=z — (3/4)z® + 21/8|}

=1-3/4+1/8=3/8 =[03750]

U gornjem primeru, granicama za promenljivu y je dopusteno da zavise od x jer je x veé bilo
postavljeno spoljasnjim integralom.
Sta da smo hteli da integral po y bude spolja? Skup A izgleda ovako

Najmanje y u ovom regionu moze biti 0, a najvece 1. Jednom kada izaberemo y, onda x moze da
se krece od 0, najnize, do vrednosti y, najvise. Stoga

I = / / 1—xydxdy
y€[0,1] Jz€[0,y]
=/ z —x%y/2[f dy
yG[O,l}

= / y—y°/2dy
y€([0,1]
=y?/2 — y3/8|} dy

=1/2~1/8 =[0.3750]

i na kraju dobijamo isti odgovor. (Hvala Bogu!)
Tonelijevi i Fubinijevi uslovi su bili napisani za dvodimenzione integrale, ali zapravo vaze za bilo
koji integral konac¢ne dimenzije.
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45.3 Parcijalna integracija

Parcijalna integracija (Integration by parts - IBP) nam omogucava da prebacimo izvod jednog
¢inioca unutar integrala preko drugog ¢inioca. Njegova forma je ista kao pravilo proizvoda za
integraciju.

fg' =1f9l = f'yg.

Mozete videti da nam ova formula omogucava da prebacimo izvod od g ka f, po cenu dodavanja
negativnog predznaka i drugog ¢lana [fg]’. Postoje tri koraka za koris¢enje IBP-a

1. Napisite integrand kao [ - ¢
2. Iskoristite pravilo proizvoda da prebacite izvod sa g na f.
3. Resite jednostavniji integral.

Obicno zelite da prebacite izvod na ¢lan koji postaje jednostavniji kada se diferencira. Na primer,
[x]" = 1, tako da je €esto f(x) = x. Isto tako [In(z)]" = 1/z, tako da, takode, pokusavamo da
prebacimo izvode na prirodne logaritme.

Primer 77
Naci

1
/ zrexp(—x) dx
0

koristeéi IBP.

Resenje Ovde je f(x) =z ig'(x) = exp(—x). Stoga je g(x) = — exp(—=z). Ubaciva-
nje u formulu za IBP daje

1 1
/0 x exp(—x) da::/o x[—exp(—x)] dx
1
= | e esp(-a)) ~ Y (= exp(—o)) da

= —zexp(— exp

= —exp(—1) — (0) ( exp(— ))|(1J

=1-2exp(—1) = .

+\

Zadaci

45.1 Izracunajte sledece integrale:

3 0 0
/ 23 de, / xexp(x) dx, / zexp(—x?/2) dz
0 —00 —00

(Napomena, nakon §to ste resili probleme poput ovih, ohrabrujem vas da koristite alate
kao sto je Wolfram Alpha da proverite svoje odgovore. Na primer, unesite

integrate x*3 from 0 to 3
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na sajtu www.wol framalpha.com da proverite svoje reSenje prvog integrala.)
Naéi [;° 22 exp(—z) d.
Naci
2
/ xIn(x) dx
1
pomerajuéi izvod od x = [2? /2]’ uz In(z) da bismo ga se otarasili.
Naci fol —In(s) ds.
Pretpostavimo da je

1= [ [y <o

tako da se moze primeniti Fubini. Zamenite znakove pitanja sa odgovaraju¢om funkcijom

od y.
oo p?
I =/ / f(z,y) dz dy.
0 ?
Pretpostavimo
eI
>3 fwli)] < 0.
i=1 j=1

Zamenite znak pitanja sa odgovaraju¢om funkcijom od j.

ZZw(z) = ZZw(Z) < 00.

i=1 j=1 j=1 i=?
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Reseni zadaci

1.1 Za A € Fnaéi P(AU A%).
Resenje Postoje AU AY = Q, toje P(Q) = .
1.3 Dokazati da ako je prostor ishoda €2 merljiv, onda je merljiv i ().

Resenje Prazan skup () je komplement od €, tako da Q € F, povlaci Q¢ = () € F.

1.5 Ako je [0,1 — 1/n] merljiv za svako n > 2, pokazati da je interval [0, 1) merljiv.

Resenje Posto su merljii skupovi zatvoreni za prebrojive unije, dovoljno je pokazati

0,1) = U=, [0,1 — 1/n].

Neka je z € U2 (0,1 — 1/n]. Onda postoji n takvodaz € [0,1 —1/n]i0 < z <
1—1/n < 1. Daklex € [0,1).

Nekajex € [0,1). Onda0 < x < 1. Nekajen = [1/(1 —z)]. Onda posto je f(x) = [z]
rastuca funkcija,

T
1/(1—xz) — n
Ali
1—*—1—(1—30)::5,
1/(1—x)

takodaz <1—1/nixz € [0,1—1/n], dakle z € U2,[0,1 — 1/1].

1.7 Particija skupa € je kolekcija disjunktnih skupova ¢ija unija je 2. Neka A, B i C particiraju
(). Izrac¢unati P(A) + P(B) + P(C)?

Resenje Posto A, B i C' prave particiju, oni su disjunktni i vazi
P(A) +P(B) +P(C) =P(AUBUC) =P(Q) =[1].
1.9 Pretpostavimo zai € {0,1,2,...},
P(li,i +1)) = (13",

Nad¢i P(]0, 00)?
Resenje Posto su A; = [i,4 + 1) dijunktni, i

Uiy i+ 1) = [0,00),
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imamo

P(0.00)) = P(UA) = Y P(4) = S-(1/3) = 1~ [05000)
=1

i=1

Neka su A i B disjunktni dogadaji takvi da je P(A) = 0.1 i P(B) = 0.7. Izrac¢unati
P(AU B).

Resenje Posto su A i B dijunktni, verovatnoca unije je zbir verovatnoca

0.1+ 0.7 ={0.8000]

Neka je P(A) = 0.4, P(B) = 0.81P(AB) = 0.3. Izracunati P(AU B).

Resenje Koristeci princip ukljucivanja/isklju¢ivanja imamo
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AB) = 0.4+ 0.8 — 0.3 =[0.9000

Ako je P([0,3]) = 0.3 P([5,9]) = 0.6, koliko je P([0,3] U [5,9])?

Resenje Posto je verovatnoca mera i intervali [0, 3] i [5, 9] su disjunktni, onda je

([0, 3]) + P([5,9]) = 0.3 + 0.6 = [0.9000 ]

Neka je P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 0.2. Oceniti odozgo P(A; U As U Aj3).
Resenje Iz gornje granice za uniju imamo, P(A;UA3UA3) < P(A;)+P(As)+P(A3) =

0.240.24 0.2 =]0.6000 |

Pretpostavimo da je postena kockica, sa stranama obelezenim {1,2,...,6}, bacena tri
puta. Postoji mnogo moguéih ishoda, npr. (2, 3, 3) je jedan moguéi ishod.

a) Koliko je mogu¢ih ishoda?

b) Ako je svaki ishod podjednako verovatan, kolika mora biti verovatnoéa svakog
ishoda?

c) Kolika je sansa da dobijete sve Sestice na tri bacanja?

d) Kolika je Sansa da ne dobijete sve Sestice na tri bacanja?
Resenje

a) Ima 6 -6 - 6 = 216 mogucih ishoda.

b) Primetimo
P(1,1,1) + P(1,1,2) 4+ --- + IP(6,6,6) = 1.

Ako svaki od 216 ishoda ima istu verovatnoc¢u, to znaci da svaki ishod mora imati

verovatno¢u 1/216. Dakle 1/216 =|0.004629.. . |
¢) Prema poslednjem argumentu, P(6,6,6) = |0.004629.. . |.

d) Prema pravilu komplementa, ovo je jednako

L i = o0 = (09953 ]
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P(AU B) = 0.3. Koliko je P(AYB®)?
Resenje Prisetimo se DeMorganovih zakona: (AU B)® = A° B¢, Onda
P(A°BY) =1—-P(AUB)=1-0.3=0.7000 .
Neka je P(A € [0,3]) = 1, P(A € [1,2]) = 0.3iP(A € [2,3]) = 0.6. IzraCunati

P(A € [2,5]).
Resenje Posto je P(A € [0,3]) = 1, onda

P(A € [2,5]) = P(A € [2,5]N[0,3]) = P(A € [2,3]) =[0.6000].

Neka je U ~ Unif({1,2,3,4,5,6}). Koliko je P(U < 4)?

Resenje Postoje Cetiri vrednosti koje su manje jednake 4: ({1,2,3,4}). Ukupno ima

Sest vrednosti. Zbog uniformnosti odgovor je 4/6 = |0.6666 . . . |
Neka je A = {a,b,c} i B = {d,e}. Odredi A x B.

Resenje Ovaj skup se sastoji od Sest vektora:

A x B ={(a,d),(a,e),(b,d),(b,e),(c,d),(ce)}.

Neka je W ~ Unif({a, b, c,d}). Naéi P(W € {a,c}).
Resenje Posto je IV uniformna nad kona¢nim skupom,

POV € {a.c}) = 7 5ohs — 2~ [05000)

Neka su X; ~ Unif({1,...,6}) 1 Xo ~ Unif({l,...,6}) nezavisne. Koliko je onda
P(X; + X3 = 6)?
Resenje Od 36 moguénostiu {1,...,6} x {1,...,6}, ima njih 5 koje daju zbir 6:

(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1).

Posto su obe X i X7 uniformne, svaka od ove 36 mogucnosti su podjednako verovatne

e odgovor je dakle 5/36 ~ | 0.1388 |.

Pretpostavimo da bacam 3 postene Sestostrane kockice tako da je svaki ishod jednako
verovatan i nazovimo ishod (X1, X5, X3). Neka je S najmanji od dobijenih brojeva. Za
i€{1,2,3,4,5,6}, naci P(S = 1).

Resenje Trik za reSavanje problema minimuma je da se posmatra P(S > 2). Da bi se
ovo dogodilo, X1, X5 i X3 moraju svi biti vei jednaki 2. Ovo se deSava sa verovatno¢om
(5/6)3. Sad pogledajmo P(S > 3). Ovde

4 3
P(S > 3) = P(X1, X2, X35 > 3) = (6) .

Sledece, primetimo

(S>2}={S>3}U{S =2}
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Poslednja sve dogadaja su disjunktna, tako da je

P(S > 2) = P(S > 3) + P(S = 2).

Dakle

$to daje resenje:

~.

P(S = i)

1 04212
2 0.2824
3 0.1712
4 0.08796
5
6

0.03240
0.004629

3.11 Dokazati da je {2,3,4,5, ...} diskretan skup.

Resenje Nekaje f(i) =i+ 1. Inekaje j € {2,3,4,5...}. Postoje f(j — 1) =j i
j—1€{1,2,3,...}, f je surjektivnana {2, 3, ...}. Dakle {2, 3, ...} je diskretan.

4.1 Neka je W ~ Unif([—3, 3]).

a) Odrediti P(W € [—1,2]).
b) Odrediti P(W € [5,0)).

Resenje
a) Ovde je [—1,2] C [—3,3],1reSenje je
e -2 200

b) Ovde je [-5,0] = [-5,—3) U [—3, 3]. Posto je [-5,—3) N [—3,3] = 0, vazi da je
P(W € [-5,-3)) = 0. Dakle

P(W € [-5,0]) = P(W € [-5,-3)) + P(W € [-3,0])
:o+7§:2:§; = % =10.5000 |.
4.3 Neka je tacka (Uy, Us) izabrana uniformno iz jedini¢nog kruga
{(z,9): 2* +y* < 1}.

Koja je verovatnoca da je |U;| > Uy?

Resenje Ako je |x| > y,onda x > y or —x > y. Oblast onda izgleda ovako
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Osencena povrsina je 3/4 kruga tako da je verovatnoca jednaka | 0.7500 |.

Neka su Uj i Uz nezavisne slu¢ajne promenljive, unoformne na [0, 1]. Koja je verovatnoéa
daje Us > 30,7

Resenje Stavljanjem U; na horizontalnu osu, a U na vertikalnu dobijamo osencenu
oblast gde vazi da je Uy > 3U;

Us

1 4—

—

Povrsina osencene oblastije (1/2)(1/3)(1) = 1/6 a povrsina celog jedinini¢nog kvadrata

je 1, tako da je trazena verovatnoca jednaka (1/6)/1 ~|0.1666 |.
Neka je R ~ Unif([0, 1]).

a) Kolika je verovatno¢a P(R < 0.4)?

b) Kolika je verovatnoc¢a P(R < 1.4)?

¢) Kolika je verovatnoca P(R < —0.4)?
Resenje

a) To je duzina intervala [0, 0.4] (3to je jednako 0.4) podeljeno sa duzinom intervala

[0, 1] (3to je jednako 1). Dakle | 0.4000 |
b) Posto je R € [0, 1] uvek, odgovor je[1]

c) Posto je R veé jednako o, odgovor je @
Uzmimo da je U ~ Unif([0,1]) i A = —In(U)/2.
a) NaciP(A > 2).
b) Naéi P(A > —2).
¢) Zaa > 0, naéi P(
d) Zaa < 0, naéi P(

).
).

A>a
A>a

Resenje
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a) Iskoristicemo da je x — —x opadajuca funkcija a = — exp(x) rastuca. Onda je

P(A > 2) = P(~ In(U)/2 > 2)

(—1
=P(In(U) < 4)
=P(U < exp(4))
=P(U € (—o0,e!]N[0,1)) = P(U € [0,1]) =
c) Zaa >0,
P(A>a)=P(—In(U)/2 > a)
=P(In(U) > —2a)
=P(U > exp(—2a)) = |exp(—2a)
d) Zaa <0,

5.3 Neka je U ~ Unif([—1,1]). Na¢i cdf za 1 — U2

Resenje Za U € [-1,1],U? € [0,1]i1 — U? € [0, 1]. Dakle cdf;_g2(a) =0zaa <0
icdfi_g2(a) =1zaa > 1. Uzmimo a € [0, 1]. Onda

P(1-U?<a)=P(1l—a<U?
=P(V1-a<U)V({U<-V1-a)
—P(Vi—a<U)V(U<-V1—a),-1<U<1)
—P(VI—a<U<1)V(-1<U<-V1—-a))
=P(VI—a<U<1)+P(-1<U < —V1—a))
1-Vi-a —VT—a—(-1)

1= (-1) 1—(=1)
=1-V1—-a.

Dakle, cela f-ja raspodele je data sa

cdfi_g2(a) = (1 —+v1—a)l(a € [0,1]) +1(a >1)|
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5.5 Neka je je w uniformna nad [0, 1], i uzmimo X (w) = 2w + 3. Na¢i
a) P(X € [3.5,4.7]).
b) P( X € [0,1]).
c) P(X~ < 10).
Resenje
a) Posto je X = 2w + 3, resi¢emo po w da dobijemo
3.0 <X <47
3.5 < 2w+3<4.7

0.5 <2w<1.7
0.25 <w < 0.85,

§to, s obzirom da je w ~ Unif([0, 1]), ima Sansu da se desi

P(w € [0.25,0.85]) = 0.85 — 0.25 = [0.6000 .

b) Za X € [0, 1], resavanje po w daje w € [—3/2, —1]. Sansa da se ovo desi je [0]
c) Posto je X > 0, imamo
X? <10
X <V10
2w+ 3 < V10
w < (V10 — 3)/2 ~[0.05409 |
5.7 Uzmimo U ~ Unif([—1, 0]).
a) Nekaje X = U2 Nadi cdf za X.
b) Nacicdfza U.
Resenje
a) Kao iuvek, pocinjemo tako $to zamenimo X funkcijom od U.

P(X <a)=PU?<a)

Ovo je o ako je a < 0 posto je U2 > 0. Pretpostavimo da je a > 0. Onda
P(X <a)=P(—/a <U < +a)
=P(—Va <U < +Va,-1<U <0)
= P(max(—1,—+v/a) < U <0)

_0- max(—1, —/a)
0—(-1)
= min(1, va).

Spajanje ovoga daje:

cdfx(a) = Vval(a € [0,1]) + L(a > 1).
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b) Primetimo da je za U € [~1,0], U? € [0,1]. Daklezaa > 1,P(U < a) = liza
a < 0,P(U < a) = 0. Zato uzmimo a € [0, 1]. Prisetimo se da je V2 = |c| i za

Ue[-1,0], |U| = U daje
P(X <a) =P(U? <a)
=P(VU? < Va)
=P(|U| < Va)
=P(-U < Va)
=P(U > —Va)
=1—(—Va)=1+a

Sve u svemu imamo

cdfy (a) = (1 + a)l(a € [0,1]) + 1(a > 1).

c) Ovde je

PU < a) = 22D

= —m:1+a

Akojea < —londaP(U <a) =0izaa > 0,P(U < a) = 1. Dakle

cdfy(a) = (14 a)l(a € [0,1]) +1(a >1)|

5.9 Neka je G ~ Geo(p). Za i vrednost u skupu {1, 2, 3...}, koliko je P(G = 7)?
Resenje Da bi G bilo jednako i, sve Uy, . .., U;_1 moraju biti veée od p, i U; < p. Tako
P(G:Z) :P(Ul >p7U2 >p7"'7Ui—1 >p7UZ Sp)
=(1-p)d-p)---1—-pp
=(1-p)'p|

5.11 Nekaje U € [—1, 1]. Koliko je P(U? > 0.6)?
Resenje Grafik U? izgleda kao

Primetimo da je U?2>06zaU >+0.6iU < —/0.6. Tako

P(U% > 0.6) = P(U > v0.6) + P(U < —0.6)
1-406  —V0.6—(-1)
S 1—(-1) 1—(-1)

 [0.2251)
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5.13 Razmotrite verovatnocu da za nezavisne sluc¢ajne promenljive Exp(1) i Unif([0, 1]), druga
promenljiva bude vec¢a od prve. Da bismo to pronasli, neka U; i Uz budu nezavisne i
identi¢no distribuirane promenljive sa Unif([0, 1]). Zatim postavite 7" = — In(Us). Zatim
pronadite P(U; > T).

Resenje Ovo je isto kao nalazenje povrsine oblasti {U; > —1In(Uz2)}, or {-U; <
In(Us)}, or {Us > exp(—U;)}. Graficki, ova regija izgleda kao:

Us

Onda je povrsina jednaka

1 1
area = / / 1 dy dx
=0 Jy=exp(—x)

1

= /:C (1 —exp(—z)) dzx

=0
=+ exp(—a:)](l)

=1/e=[03678....]

5.15 Neka su B ~ Bern(p) i T' ~ Exp(1) nezavisne slu¢ajne promenljive. Na¢i P(T" > B).
Resenje Nekaje B =1(U; <p),iT = —1In(Us). Onda ako je U; < p, posmatramo

P(—In(Us) > 1) = P(Us < exp(—1)) = exp(—1),
a ako je Uy > p, posmatramo
P(—1n(U2) > 0) = P(Uz < exp(—0)) = 1.

Dakle, oblast izgleda kao:

Us

Ui
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i povrs$ina je

(1—=p)(1) + (p)(exp(~1)) =|1 —p—p/e|

Vreme do radioaktivnog raspada pojedinacnog atoma je eksponencijalno rasporedeno
sa stopom \. Ako je 7" vreme do raspada cestice, poluzivot #y je vreme takvo da vazi
P(T > ty) = 1/2. Poluzivot za atom uranijuma 238 je 4.5 milijardi godina.

a) Koliko je A\?
b) Ako je Zemlja stara 4.2 milijarde godina, koja je verovatnoca da je atom U-238
prisutan pri rodenju planete i dalje netaknut?

Resenje

a) Setimo se da je za eksponencijalnu sluc¢ajnu promenljivu medijana jednaka In(2) /.
Dakle, In(2)/A = 4.5 milijardi godina, §to éinil A =~ 0.1540 po milijardi godina ‘

b) Funkcija raspodele ekponencijalne slu¢ajne promenljive sa stopom A je Fir(a) =
(1 — exp(—Aa))L(T > 0). Tako je P(T" > 4.5 billion years) jednako

P(T > 4.5) = exp(—4.2(In(2)/4.5)) = 274+2/45 =

(Sta ovo implicira je da je otprilike 52.36% prvobitnog U-238 na Zemlji i dalje
netaknuto. Ostatak je prosao radioaktivni raspad.)

Neka je P(A|B) = 0.31P(B) = 0.8. Koliko je P(AB)?

Resenje Iz formule za uslovnu verovatnocu, ovo je

P(A|B)P(B) = (0.3)(0.8) =[0.2400]

Pretpostavimo P(A) = 0.31P(B) = 0.5, i znamo da su A i B nezavisni. Koja je vrednost
P(A|B)?

Resenje Posto su A i B nezavisni,

PlAlB) = o) = ) — B(4) = (03000

Neka je X ~ Unif({1,2,3,4,5,6}).

a) Koliko je P(X = 5|X > 3)?
b) Koliko je P(X = 5|X > 6)?

Resenje
a) Koristeéi pravilo da je P(A|B) = P(A and B)/P(B),

P(X =5X >3
P(X =5|X >3) = ( X 23)

P(X > 3)
B P(X =5)
T P(X =3)+P(X =4) + P(X =5) + P(X = 6)
1/6

T 1/6+1/6+1/6+1/6

= =[03500]
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b) Sli¢no kao u poslednjem delu:

B(X = 51X 2 6) = g2

Ali ovde X ne moze biti u isto vreme i jednako 5 i bar 6! Tako P(X =5, X > 6) = 0,
i ukupna verovatnoéa je [0 ]

6.7 Neka je X ~ Unif(£2), gde je © konacan skup. Neka je A C Q. Neka Y ima istu

6.9

distribuciju kao i X, uz uslov da je X € A. Dokazati da vazi Y ~ Unif(A).

Resenje Da bi pokazali da je Y ~ Unif(A), dovoljno je da pokazemo da je (Va €
A)(BY = a) = 1/7(A)).

Proof. Neka je a € A. Onda

PY =a)=P(X =a|X € A)
P(X =a,X €A
P(X € A)
__/#(©)
- #A)/H#Q)

Cime je dokaz zavrsen. [

Laboratorija povremeno ima manje curenje hemikalija u eksperimentalnom prostoru.
Svako curenje je nezavisno od drugih i ima 90% Sanse da bude bezopasno i 10% $anse da
bude otrovno. Direktorka laboratorije ima na raspolaganju dva bespilotna drona. Prvi
dron moze da detektuje da li ima otrovnih curenja u laboratoriji ili ne. Drugi dron moze
da prebroji broj curenja prisutnih u laboratoriji.

Dronovi su poslati: prvi izvestava da postoji barem jedno otrovno curenje u laboratoriji.
Drugi dron izvestava da se u laboratoriji ta¢no nalaze tri curenja.

Uslovljeno ovom informacijom, koja je verovatnoc¢a da postoji ta¢no jedno otrovno
curenje i dva bezopasna curenja?

Resenje Drugi dron je javio da postoje tri anomalije. Neka su X7, Xo, X3 ~ Bern(0.1)
iid. Onda ¢e X; = 1 da indikuje da je curenje broj i otrovno, a X; = 0 da oznaci da je
bezopasno.

Onda imamo pitanje: Koliko je P(X; + X2 + X3 = 1| X + X3 + X3 > 0)? Koristimo
formulu za uslovnu verovatno¢u: P(A|B) = P(A, B)/P(B). U ovom slu¢aju, X1 + X5 +
X3 = 1povlaci X; + X2 + X3 > 0, tako da je

P(X:+Xo+ X3=1)
P(X1 + X2+ X3 >0)

() (0-1)1(0.9)2
1—P(X1+X2+X3 :0)
3(0.1)%(0.9)?
1097

~[0.8966 |

P(X1+Xo+ X3 =1|X1+ Xo + X3 >0) =
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6.11 Za U ~ Unif([2, 10], koliko je P(U < 3|U < 5)?
Resenje Koristec¢i nasu formulu

P(U < 3,U < 5)
P(U <5

(3-2)/(10-2) 1 _
~ (5-2)/(10-2) _5”‘

P(U < 3|U < 5) =

7.1 Neka je X ~ Bin(10,0.2). Kolika je verovatnoc¢a P(X > 2)?

Resenje U ovom slucaju je korisno poci od verovatno¢e komplementa:

P(X>2)=1-P(X <1)
—1-P(X=0)-P(X =1)

10 10
-1- <0 >0.200.810 — ( ) >0.210.89

~[06241...]

7.3 a) Koliko je 5 nad 2?
b) Na koliko na¢ina mogu da se rasporede slova AABBB?
Resenje

a) Prema nasoj formuli, ovo je

5 51 5-4
(2) 2131 1.2 0]

b) Treba da izaberemo na koje dve, od pet, pozicije ¢emo staviti slovo A, §to mozemo
da uradimo na 5 nad 2 nacdina, tj kao ranije.

7.5 Koliko nizova sastavljenih od slova F'i .S su duzine 10 i imaju ta¢no 8 slova S?

Resenje Ovo je jednostavno binomni koeficijent 10 nad 8. Primetite da kad zapisujemo
koli¢nik faktorijela mnogi faktori se skrate $to olaksava racun.

10\ 10-9-8.7-6-5-4-3-2-1  10.9
<8>_ 8 7.65.4.3.2.1.2.1 _ 2.1 =5-9=[45]

Mozemo ovo proveriti u Wolfram Alpha koriste¢i 10 choose 8.

7.7 Neka je N ~ Bin(10, 0.3). Kolika je verovatno¢a P(N = 8)?

Resenje Koriste¢i formulu za binomne verovatnoce,
10
P(N =8) = (8 >0.38(0.7)108 ~0.001446 |.

Mozemo da proverimo ovaj rezultat u R sa dbinom (8,10, 0.3).
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7.9 Pretpostavimo da je [X|N] ~ Unif({1,2,3,...,N})ida N ~ Unif({1,2,3,4,5,6}).
Kolika je verovatnoca
P(N =3|X =2)?

Resenje Koristec¢i Bajesovo pravilo, to je

P(X =2|N = 3)P(N = 3)

P(N =3|X =2) = X =2)

Brojilac je (1/3)(1/6), a imenilac

P(X =2) =P(X =2|N = )P(N = 1) + P(X =2|N = 2)P(N =2) + ---+
P(X =2|N = 6)P(N = 6)
=0+ (1/2)(1/6) + (1/3)(1/6) + (1/4)(1/6) + (1/5)(1/6) 4 (1/6)(1/6).

Skraéivanjema fatora 1/6, resenje je

e o (1/3)
PN =3|X =2) = (1/2) + (1/3) +--- 4 (1/6)

- & ~[02298]

7.11 Autotomic Industries proizvodi dve vrste leka protiv bola koje ¢emo, radi jednostavnosti,
ovde zvati A i B. Tip A ublazava bol kod 40% pacijenata, dok tip B ublazava bol kod
20% pacijenata.

Pacijent uzima jedan od lekova protiv bolova (ne znaju koji tip) i ublazava im bol. Koja je
verovatnoca da su koristili tip A?

Resenje Neka je P dogadaj da je bol uminuo. Onda
P(P|A) =0.4, P(P|B)=0.2.
Po Bajesovom pravilu,

P(P|A)P(A)
P(P)
_ PPlAPA)
- P(AP) +P(BP)
_ P(P|A)P(A)
~ P(P|A)P(A) + P(P|B)P(B)

P(A|P) =

Posto nemamo informacije koje bi ukazivale na drugacije, pretpostavi¢emo da je ta osoba
podjednako verovatno uzela tip A ili B,

B (0.4)(1/2)
P(A|P) = (0.4)(1/2) + (0.2)(1/2)
2

- 2 ~ [o0000)
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7-13

8.3
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Opklade na crveno i crno na stolu za rulet isplacuju se po jednakim kvotama, $to znaci
da ako ulozite = dolara i pobedite, dobijate nazad svoj ulog od = dolara plus jo$ x dolara.
Ako izgubite, onda gubite svoj ulog od x dolara.

Pretpostavimo da na ruletu 20 puta uzastopno stavljate isti ulog na crveno. Na tocku
americkog ruleta ima 38 polja od kojih su 18 crvena, a podjednako je verovatno da ¢e
loptica sleteti u bilo koje polje.

a) Nadite verovatno¢u da nakon dvadesete ruke budete u plusu (dakle, imate vise
novca nego kada ste poceli).

b) Nadite verovatnocu da na kraju dvadesete ruke budete u minusu (imate manje novca
nego kada ste poceli).

c) Nadite verovatnocu da ste na kraju dvadesete ruke na nuli.
Resenje

a) Neka je B broj puta kad ste pobedili. Zatim, posto je svako polje podjednako
verovatno, postoji $ansa od 18/38 za pobedu, §to zna¢i B ~ Bin(20, 18/38). Da
biste bili u plusu, morate imati vise od 10 pobeda, dakle

P(B > 10) =1 —P(B < 10) ={0.3223 | (koriste¢i R).
b) Da bi bili u minusu, mora da ste pobedili u najvise 9 ruku, i
P(B <9) ~|0.5062 | (koriste¢i R).

¢) Na kraju, ali ne i najmanje vazno, da biste ostvarili ¢ak i nula rezultat, morate dobiti
ta¢no 10 ruku, §to se de$ava sa verovatno¢om

P(B = 10) ~|0.1713| (koriste¢i R).

Neka je X = /U gde U ~ Unif(]0, 1]). Naéi gustinu za X.

Resenje Prvo pronadite f-ju raspodele: U € [0,1] = X € [0,1], pa cdfx(a) = 0 za
a < 0icdfy(a) =1zaa > 1. U oba ova podrugja, izvod daje 0.

Neka je a € [0, 1]. Tada vazi

P(X < a) =P(VU < a)
P(U < a?)

= CL2.

Stoga, gustina za a € [0, 1] je [a®]’ = 2a. Konaéan odgovor je

fx(a) =2al(a € [0,1]) |

Neka je fx(s) = exp(—s)[1 — exp(—2)]~11(s € [0,2]).

a) Koliko je P(X > 1.1)?
b) Koliko je P(X < —0.5)?
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c) Nacrtajte grafik Fly.
Resenje

a) Ovo se nalazi integralom

P(X >1.1) = /10: %ﬂ(s €10,2]) ds

2 J—
_ / exp(=s)
111 —exp(—2)
exp(—1.1) — exp(—2)
T eop(2) [0.2284]

b) Jednom kad se ukljuci indikatorska funkcija, integral nestaje! Tako da je odgovor o.

> exp(—s)

P(X < —0.5) = /1.1 mn(s € [0,2]) ds =[0].

¢) Zapravo, za bilo koje a < 0, Fx (a) = 0. Za bilo koje a > 2,

P(X < a) = /; %ﬂ(s € [0,2]) ds
_[fe(=s)
B /0 1 —exp(—2) ds=1.
Zaa€|0,2],
P(X < a) = /_; %l(s € [0,2]) ds
_ /a exp(—s) s — 1 —exp(—a)
o 1—exp(—2) 1 —exp(—2)

Dakle grafik funkcije raspodele izgleda ovako

8.5 Pretpostavimo da W ima gustinu fy (z) = 321z € [0, 1]). Koja je gustina za Y =
3W +2?

Resenje Slucajna promenljiva Y je pomaknuta i skalirana verzija promenljive 1. Stoga
koristimo rezultat za pomeraj i skaliranje. Imajte na umu da moramo odrediti kako ¢e
se promeniti funkcionalni oblik i resiti unutar indikatorske funkcije. Setimo se da je
x € [0, 1] isti dogadaj kaoi0 < x < 1.

fawsa(z) = fw((z —2)/3)
= (1/13)3((z — 2)/3)*1(0 < (z — 2)/3 < 1)
=[(z—2)%/9]1(0<z—2<3)

[l —2*/9ne <z <5)]
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Napomena: indikatorska funkcija odrazava ¢injenicu da ako uzmem sluc¢ajnu promenljivu
koja se krece negde u intervalu [0, 1], pomnozim je sa 3 i dodam 2, rezultirajuéi broj ¢e
biti negde u intervalu [2, 5].

8.7 Neka X ima gustinu fx (z) = C/(1 + 2?). Sta je C?

Resenje Setimo se da je primitivna funkcija od 1/(1 + 2?) arctan(z). Dakle

P(X € (—oc00) = [ 1

oo 122
= Carctan(z)|>, = C[r/4 — (—71/4)],

Takoje Ct/2=1,iC =2/7 ~|0.3183 |

8.9 Pretpostavimo fp(t) = 2exp(—2t)1(¢ > 0). Naci gustinu za 27 + 1.

dx

Resenje Iz formule za gustinu, podelite sa |2| = 2, i zamenite ¢ sa (¢t — 1)/2 svuda gde
se pojavi:

faraa(t) = 52exp(=2(t = 1)/21((1— 1)/2 2 0)

=lexp(—(t—1)))L(t>1)|

8.11 Neka je U ~ Unif([-2,2]).

a) Neka je T = U3. Koju gustinu ima T°?
b) Neka je V = U*. Koju gustinu ima V?

Resenje

a) Prvo nadimo f-ju raspodele:

Fr(a) =P(T < a)
(U? < a)

(U < al/).

P
P

Kada je a'/3 € [—2,2], onda a € [-8,8]. Zaa € [-8,8 P(U € [-2,a'/3]) =
(a'/? —(=2))/(2 — (—2)). Tako je

Fr(a) = (1/4)(2 + a**)1(a € [-8,8]) + 1(a > 1).

Sada diferencirajmo da dobijemo gustinu

fr(a) = (1/12)a”* 1(a € [-8,8]) |

b) Ponovo pocinjemo tako $to nademo f-ju raspodele za V:

FT<CL)

P(V <a)
Ut <a)
Fy(a'?) — Fy(—a'/*).

P(
P(
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Sada diferenciramo obe strane da dobijemo:
fv(a) = fo(a/*)(1/4)a* = fir(=a'*)(=1/4)a=/.
Gustina uniformne je fi7(b) = (1/4)1(b € [-2,2]), tako da

fvla) = [(1/4)(1/4)a** + (1/4)(1/4)a"* 1 (—a'/* € [-2,2])
= (1/16)a=%/*1(a € [0,16]) + (1/16)a"/*1(a € [0, 16]

(1/8)a=**1(a € [0,16]) |

8.13 Pokazati da ako 7" ima eksponencijalu raspodelu sa stopom A, tada |7'| + 1 ima geome-

9.1

9.3

trijsku raspodelu i pronadite parametar p kao funkciju od .

Resenje Prvo resite po 7, zatim pojednostavite, a potom uporedite sa verovatnocama
za geometrijsku slu¢ajnu promenljivu:

P(|T|+1=1)

P(|T|=i—-1)
Pii—1<T <1)
P(T < i) —P(T <i—1)
e
ATV — e

Sl (GOl

kada je i € {1,2,3,...}. Ovo je isto kao geometrijska slu¢ajna promenljiva kada je
Y

p=1—e

Za X sa gustinom fx (i) = 0.31(i = 1) + 0.71(i = 4), koliko je P(X < 2)?

Resenje Ovde je gustina u odnosu na meru prebrojavanja tako da je P(X < 2) =
P(X = 1) =[0.3000].

Neka su Uy i Us iid Unif({1, 2, 3,4}). Naci gustinu za Uy + Us.

Resenje Kako su U i Us (sa verovatno¢om 1) uvek u skupu 2 = {1, 2, 3,4}, njihov
zbir ¢e biti u skupu brojeva {2,...,8}.

Sada uzmimo i € {2,...,8}, na primer, i = 4. Ovaj dogadaj moze da se desi na tri
nacina:

(i=4y={U; =1,Us =3} U{U, =2,Us = 2} U{U; = 3,Us = 1}.

Ima $esnaest mogucéih ishoda za U; i Uy, tako da je P(i = 4) = 3/16. Ostale verovatnoce
mogu da se izracunaju na sli¢an nacin, sto daje:

%6[]1(1':2)+2]1( =3)+31(i =4) +41(i = 5)

F31(i=6)+21(i=T7)+1(i =8)]

fU1+U2 (Z) =
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9.5 Pretpostavimo da X ~ Unif({1,...,10}. Koji je skup modusa za X?

Resenje Gustina za X je jednaka 1/10zai € {1,...,10} i o inace. Dakle skup modusa
jesamo|{1,...,10}|

9.7 Pretpostavimo da X ima gustinu 22 exp(—z)1 (2 > 0). Naé¢i modus(e) za X.
Resenje Zax < 0, fx(x) = 0, tako da modus ne moze biti tu.
Zazx >0,

[fx(@)) = [2? exp(~a)]" = [2°]' exp(~2) + 2*[exp(~2)] = exp(—2)(2x — ?).

Kako je exp(—x) > 0 za sve x, ovaj izraz je pozitivan kada je 2 — 22 = (2 —x) > 01
negativan kada je 2¢ — 2 < 0. Dakle pozitivan je za < 2 i negativan za x > 2. Stoga
je jedinstveni maksimum (a time i modus) u .

9.9 Pretpostavimo da su X ~ Exp(1)1iY ~ Exp(2) nezavisni.

a) Naci funkciju prezivljavanja za X.
b) Naci funkciju prezivljavanja za Y.
¢) Naéi P(min(X,Y) > 2).

Resenje
a) Ovo je
Sx(a)

P(X > a)
=P(—In(U) > a)
=P(U < exp(—a))

Stojelzaa < 0iexp(—a)zaa > 0. Dakle

Sx(a) =1(a < 0) + exp(—a)l(a > 0).

b) Ovo je slicno ra¢unu za X:

Sy (a)

P(Y > a)
P(—In(U)/2 > a)
=P(U < exp(—2a))

stojelzaa < 0iexp(—2a)zaa > 0. Dakle

Sy (a) = 1(a < 0) 4+ exp(—2a)L(a > 0).

¢) Primetimo da posto su X i Y neprekidne, takav je i min(X,Y), i
P(min(X,Y) > 2) = P(min(X,Y) > 2) = Shin(x,y)(2)-

Koristeci
Smin(X,Y) (a) = SX((I)SY(G)
daje

P(min(X,Y) > 2) = exp(—2) exp(—2 - 2) = exp(—6) = |0.002478 |.
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Datodaje P(Y =2) =04iP(Y = —1) = 0.6, koliko je E[Y]?

Resenje Sabiramo proizvode ishoda i njihovih verovatnoca da bi dobili

E[Y] = (2)(0.4) + (—1)(0.6) =[0.2000 |
Pretpostavimo da je P(X = 2) = 0.3, P(X = 4) = 0.2iP(X = 5) = 0.5. Koliko je
E[X]?

Resenje Posto je X diskretna slucajna promenljiva sabiramo proizvode razli¢itih ishoda
sa verovatnoc¢ama tih ishoda:

EX]= Y aP(X =z)=(2)(0.3)+ (4)(0.2) + (5)(0.5) =[3.900]

ze{2,4,5}

Neka je E[X]| = 34. Koliko je E[2X — 5]?
Resenje Prema linearnosti ocekivanja, ovo je 2E[X] — 5, ili | 63 |
Uzmimo da je X ~ Unif({—2,—1,0,1,2}). Koliko je E[X]?

Resenje Kako je ova raspodela simetri¢na oko 0, i Z?:_Q iP(X = i) je konacna, to
ocekivanje je 0.

Recimo da je E[R] = 31 E[S] = 6. Koliko je E[R — S]?
Resenje Zbog linearnosti ovo je

E[R - S] =E[R] - E[S] =3 -6 =|-3|

Uzmimo Uy, Us, ... ~ Unif({1, 2, 3,4}). Pokazati da je lim,, oo (U1 +- - -+ Up)/n = 2.5
sa verovatnoc¢om 1.

Resenje Primetimo
E[U] = (1/4)(1) 4+ (1/4)(2) + (1/4)(3) + (1/4)(4) = 10/4 = 2.5.
Posto svako U; ima ocekivanje 2.5, jak zakon velikih brojeva nam direktno daje da je

. U +---+U,
im ——— —— —

n—o00 n

2.5

sa verovatnocom 1.
Za X sa gustinom 12s%(1 — s)1(s € [0, 1]), naéi E[X].
Resenje Ovo je

E[X] = /oo sfx(s) ds

—00

:/ 5-125%(1 = s)1(0 < s < 1) ds

—0oQ

= /1 12(s% — s*) ds
0
=12(s*/4 — 5°/5)

 12/20 = [5.6000]
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11.3 Pretpostavimo da su Uy, Uy, . .. ~ Unif([0, 4]). Pokazati lim,, oo (U1 + - -+ Uy)/n =2
sa verovatno¢om 1.

Resenje Kako svako U; ima ocekivanje 2, prema jakom zakonu velikih brojeva direktno
imamo da je
Ui+ + Uy
lm —mmMm =

n—00 n

2
sa verovatnocom 1.

11.5 Za Z sa gustinom
fz(2) = 772 exp(—22/2),
koriste¢i integral proverite da je E[Z] = 0.
Resenje Ovde

E[Z] :/ 27 Y2 exp(—22/2) dz

b
= lim lim 72z exp(—2%/2) dz
a——00 b—00 J,

= lim lim 7'_1/2(—6XP(—22/2))|Z
a——00 b—00

= lim lim 7 %(exp(—a?/2) — exp(—b%/2))

a—>—00 b—00

=0
¢ime je rezultat pokazan.

11.7 Pretpostavimo P(X = —1) = 0.3i P(X = 1) = 0.7. Koliko je E[X?]?

Resenje Ovo je (—1)2(0.3) + 1%2(0.7) = . Naravno, posto je X2 uvek jednako 1,
rezultat trivijalno sledi!

11.9 Neka X ima gustinu s exp(—s?/2)1(s > 0). Na¢i E[X?].

Resenje Integral je

E[X?] = /ER 52 sexp(—s2/2)1(s > 0) ds = / 53 exp(—s2/2) ds.

s>0

Da bi resili, prvo moramo da se oslobodimo nelinearnosti unutar eksponencijalne funkcije.
Postavimo tako t = 32/2, ondadt = s ds, i

E[X?] = /t>0 s exp(—t) dt

:/ 2t exp(—t) dt
t>0

= 2/ texp(—t) dt.
>0

Mogli bi sada da koristimo parcijalnu integraciju za ovaj poslednji integral ili da prepo-
znamo da je ovo ocekivana vrednost eksponencijalne slu¢ajne promenljive sa stopom 1, i
tako je krajnji odgovor .
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11.11 Napravimo slu¢ajnu promenljivu W takvu da je E[W] = I, gde je

1
I:/ 222 dx.
-1

Resenje Neka je U ~ Unif([—1,1]). Onda fy(z) = (1/2)1(z € [—1,1]). Tako je
1
E[4U?] :/ (422)(1/2) dx = I.
-1
Dakle, radi u ovom slucaju.

11.13 Za sluéajnu promenljivu A, srednja apsolutna devijacija od A je definisana kao
MAD(A) =E[|A - E[A4]]].
Neka je A ~ Exp(A). Find MAD(A).

Resenje Gustina od A je Aexp(—Aa)1l(a > 0) i ove slu¢ajne promenljive imaju oceki-
vanje 1\. Dakle

MAD(A) = / |s — 1/A|Aexp(—As)L(s > 0) ds.
scR

Kakoje|s —1/A| =s—1/Azas € [1/\ 00),i|s —1/A\ =1/X—szas € [0,1/N),

imamo

MAD(A) =1L+ I,

I = / (1/X — s)Aexp(—As) ds,
(0,1/]

I = / (s —1/A)Xexp(—As) ds.
[1/A,00)
Parcijalna integracija u /; nam daje

L = / . (1/X = s)[—exp(—As)]" ds
= / [(1/A = s)(—exp(=As))]" = [(1/A = 5)]'[— exp(—As)] ds
s€[0,1/]

= / [(1/X — s)(—exp(=As))] — exp(—As) ds
s€(0, 1/)\

[(1/X = 5)(— exp(—As)) + exp(—As)/A] [/
= sexp(—As)) é/A

=exp(—1)/\.
Parcijalna integracija u Is:
I, = / —(1/X — s)Aexp(—As) ds
[1/As00)

= —sexp(—As))|T7\
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Napominjemo da nismo morali ponovo raditi na antiderivaciji jer je integrand bio negati-
van u odnosu na integrand koji smo pronasli prilikom ra¢unanja /;.

Kada spojimo sve zajedno, dobijemo

MAD(A) = |22 L exp(—1)

11.15 Tri zombija te jure. Svaki od njih tr¢i brzinom koja je nezavisno uniformno rasporedena
izmedu 6 i 11 milja na sat.

a) Ako mozes$ da tré¢is brzinom od 10 milja na sat, koja je verovatnoca da ¢es pobeci
od zombija?

b) Koja je ocekivana brzina najbrzeg zombija?
Resenje
a) Ako su 71, Zs, Z3 iid Unif([6, 11]), onda

]P’(max{Zl, Zg,Zg} < 10) = ]P(Zl < 10,75 < 10,73 < 10)
= P(Z; < 10)P(Zs < 10)P(Z5 < 10)

= <10 6) 05120

Z; = 5U; + 6,
gde su Uy, Uy, Us iid Unif([0, 1]). Onda

b) Bice lakse ako napravimo

max{Z1, Zs, Z3} = max{bU; + 6,5Us + 6,5U3 + 6} = 5max{Uy, Uz, U3} + 6.
Linearnost o¢ekivanja daje
E[max{Z, Z2, Z3}] = 5E[max{Uy,Us, Us}| + 6
Sada Y = max{Uj, Us, U3} ima f-ju raspodele
cdfy(a) =P(Y <a) =P(U; < a)® =d?
za a € [0, 1]. Dakle, izvod je
pdfy (a) = 3a*1(a € [0,1]),
i o¢ekivana vrednost je

E[Y]:/a-3a2]l(a€[0,1])da:/ 363 da = S 13:3
R 0 4 4

Stoga,
E[maX{Zl, Z, Zg}] =5-344+6=1]9.750 |

11.17 Uzmimo U ~ Unif([0, 2]).



a) Naéicdf za X = U3.
b) Naci gustinu od X.
¢) Naéi E[X].

Resenje
a) F-jaraspodele za X je

cdfx(a) =P(X < a) =PU? < a) =P(U < a'/?)

al/3
= 2—_011(a1/3 €0,2]) + 1(a'/? > 2)
all3

b) Diferenciranje daje gustinu

1
pdfx(a) = 6a72/3]l(a € [0,0.8]) |

c) Jedno kada postavite integral, to postaje pitanje iz matematicke analize.

E(X) :/Ra- %a2/3]l(a€ 0,8]) da

8
1
:/ ~a'? da
o 6

1a4/38 14/3 1/3
sas| —a8 =87=02
0

11.19 Pretpostavimo A ~ Exp(3), tako da A ima gustinu

fa(s) = 3exp(—3s)1(s > 0).

321

Ocekivanje eksponencijalne raspodele je multiplikativni inverz stope, pa je EA = 1/3.

a) Koliko je E[2A4 — 1]?
b) Koliko je E[exp(1.5A4)]?
c) Koja je gustina za 24 — 1?
Resenje
a) Koriste¢i linearnost 2(1/3) — 1) = —1/3 =|—0.3333...|

b) Koriste¢i Zakon o nesvesnom statisticaru

Elexp(1.5A4)] = /00 exp(1.5a)3 exp(—3a)L(a > 0) da

—00

:/ 3exp(—1.5a) da
0

— —(3/1.5) exp(~1.5a)|° = [2]
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c) Koristeci pravila za pomeranje i skaliranje:

faa-1(s) = (1/12)) fa((s — (=1))/2).
Primetimo 1((s +1)/2 > 0) = 1(s > —1), tako da

faa1(s) =|(3/2) exp(=(3/2)(s + 1))1(s = —1) |

12.1 Neka su By, By iid Bern(0.3). Uzmimo ida je P(N = 1) = 0.6 i P(V = 2) = 0.4.

a) Naci gustinu od

b) Naéi E[S] koristeéi gustinu.

c¢) Na¢i E[S] koriste¢i Osnovnu teoremu verovatnoce.

Resenje

a) Sabiranje jedne ili dve Bernuli dobija se 0, 1 ili 2. Dakle treba da nademo P(S =

za 0, 1 ili 2. Razbijanje na slucajeve nam daje

P(S = 0) = P(N = 1)P(B; = 0) + P(N = 2)P(B; = By = 0)

= (0.6)(0.7) + (0.4)(0.7)* = 0.616
P(S=1)=P(N=1)P(B1=1)+P(N =1)P(B1+ By = 1)

= (0.6)(0.3) + (0. )(( 3)(0.7)) = 0.348
P(S = 2) = P(N )MB By=1)

= (0.4)(0.3)* =

Dakle S ima gustinu

fs(i) =0.616-1(: =0) 4+ 0.348 - 1(i = 1) + 0.036 - L(i = 2) |

b) Odavde imamo ocekivanje

0.616(0) + 0.348(1) + 0.036(2) = [0.4200].
¢) Primetimo E[B;] = 0.3, i tako E[S|N] = 0.3N. Stoga je

E[S] = E[E[S|N]]
= E[0.3N]
= 0.3(1(0.6) + 2(0.4))

— [0.4200].

12.3 Zabava ima ili malu poseéenost (20% Sanse), srednju posecenost (40% Sanse) ili visoku
posecenost (40% Sanse). Sa slabom posecenoséu prosecan prihod je —$300, sa srednjom

$500, i sa visokom $1000.
Nacrtajte stablo ocekivanja za izracunavanje prose¢nog prihoda zabave.

Resenje Stablo izgleda ovako:
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—$300
0.2
0.4
E[T)] $500
0.4
$1000

Odavde dobijamo prosec¢ni prihod
(—300)(0.2) + (500)(0.4) + (1000)(0.4) = | 540 |

12.5 Pretpostavimo da je vreme do dolaska musterije (zovimo ga 7") eksponencijalna slu¢ajna
promenljiva sa parametrom A (tako da [T'|A] ~ Exp(A).) A je slu¢ajna promenljiva
uniformna na intervalu [5, 10]. Koliko je E[T]?

Resenje Ovde je E[T|A] = 1/A, Dakle

E[T] = E

E[T]A]]

[
[1/4]

|
=

(1/a)(1/5)1(a € [5,10]) da

Il
S

acR
10

I
o~

1/(5a) da

= In(10) — In(5) = In(2) ~[0.6931...].

13.1 Uzmimo da (X, Y) ima gustinu (1/60)(z 4+ 2y)1(z € [0,2],y € [0, 5]).

a) Naci marginalnu gustinu za X.
b) Na¢i marginalnu gustinu za Y.
c) Na¢i E[XY].

Resenje

a) Da ovo nademo, integralimo po y zajednicku gustinu:
fe(@) = [ /60210 € 0.2y € 0.5]) dy
yeR

5
_ / | (1/60)(a +29)1( € [0.2]) dy

= (1/60)(zy + y*)1(x € [0,2])[3
— (1/60)(5z + 25)1(x € [0,2))

=[(1/12)(z +5)1(z € [0,2]) |
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b) Da ovo nademo, integralimo zajednicku gustinu po z :
Fr) = | (1/60)(a -+ 201 € 0.2,y € [0.5) dy
e

2
- /_0(1/60)(x+2y)]1(y € [0,5]) dx

= (1/60)(2*/2 + 2yz)1L(y € [0,5])[3
= (1/60)(2 + 4y)1(y € [0,5])
=1(1/30)(1 + 2y)L(y € [0, 5]) |

c) Ovaj integral je
E[XY] = / 2y - (1/60)(x + 29)1(x € [0,2],y € [0,5]) dR?.
(z,y)ER?

U ovom slucaju integrand je uvek nenegativan i Toneli nam dozvoljava da ga
razbijemo u dvostruke integrale:

= 33'2 i 2 X
IE[XY]_/966[02]/1]6[05](1/60)( Y+ 2002) dy d
— (1/60) / o P O

= (1/60) / " 2](25/2)952 + (250/3)z dx

(1/60) [(25/6)2* + (125/3)7]|;
(1/60) [(100/3) + (500/3)]
= (1/60)(600/3) = 10/3 ~3.3333].

13.3 Neka (X,Y) ima gustinu
fxy(z,y) = (1/1260)2°y*1(z € {1,2,3})1(y € {1,3,5}.
a) Dokazati da su X i Y nezavisni.
b) Koliko je P(X = 2)?
Resenje

a) Primetimo da je

v (E,y) = a1 € {1,2,3))1(y € {1,3,5)

1260
y?
(:1:6{123})} { 1(y € {1,3,5})] .

23
36 35
Kako je svaki faktor u zagradi jedna gustina, jedna koja ukljucuje samo x a druga

samo ¥, onda X i Y moraju biti nezavisne.

b) Iz gustine za X, ovo je 23/36 = 2/9 =|0.2222...|.
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Neka je (X1, X2) = (7.314,2.103). Koje su statistike poretka?

Resenje Bice

Xy = 2.103, X(9) = 7.314].

Neka je (X1, X2) = (5.623,5.623). Koje su statistike poretka?

Resenje Bice

X1y = 5.623, X(9) = 5.623|.

Pretpostavimo da su statistike poretka X (1) = 1.3 i X(2) = 3.4. Koje moguce vrednosti
moze imati pocetni vektor (X1, X9)?

Resenje Pocetni vektor bi mogao imati bilo koju od dve permutacije ovih brojeva, to jest

{(1.3,3.4), (3.4,1.3)} |

Nekasuv = (—1,—1,2)iw = (5,2, -3).

a) Koliko je v - w?

b) Staje ||v]|?
Resenje

a) Ovo je
(-1)(5) + (-1)(2) + (2)(-3) = -5 -2 -6 = -13]
b) Ovo je

VEDZF (D)2 (22 = V6 =[2.449. ..
Neka je X diskretna sa gustinom fx (1) = 0.7, fx(5) = 0.2, fx(10) = 0.1.

a) Naci E[X].
b) Naéi SD[X].

Resenje

a) Ovo je
E[X] = (0.7)(1) + (0.2)(5) + (0.1)(10) = [2.700 ]

b) Treba nam drugi momenat:
E[X?] = (0.7)(1)% + (0.2)(5)? + (0.1)(10)% = 15.7
Dakle, standardna devijacija je
SD(X) = /15.7 — 2.72 =[2.900].

Pretpostavimo da U ~ Unif([0, 10]).

a) Sta je centrirana slu¢ajna promenljiva U,.?



326 GLAVA 46. RESENI ZADACI
b) Kolika je varijansa od U?
Resenje

a) Ocekivana vrednost uniformne u intervalu je prosek krajnjih tacaka intervala, tako
da je (0 + 10)/2 = 5. To ¢ini centriranu slu¢ajnu promenljivu .

b) Varijansa je ocekivana vrednost kvadrata slu¢ajne promenljive minus kvadrat oce-
kivane vrednosti. Tako

E[U?] = /GR 2%(1/10)1(z € [0,10]) dz = 10/[3(10)] = 100/3

SO

V(U) =100/3 — 5% = 25/3 =[8.333...

14.7 Naka je (X, Y') uniformno nad
A={(z,y) : x>0,y >0,z +y <1}

Na¢i Cov(X,Y).
Resenje Da bi ovo resili treba nam E[X Y], E[X] i E[Y]. Ovo vodi ka ¢etiri integrala.

Prvi integral je potreban za pronalazenje mere skupa A.

E(A):/ 1(z >0,y >0,z +y <1)dR?
(

)
= / / 1dy dx
xz€[0,1] Jy€[0,1—x]
= / 1—xdx
z€(0,1]

odakle je zajednicka gustina za X i Y data sa
f(X,Y)(xvy) =2 ﬂ((:L‘,y) € A)

Sada da pronademo ocekivanja.

IE[XY]:/ xy-21(z >0,y > 0,2 +y < 1) dR?
(zy)

= / / 2zy dy dx
z€(0,1] Jy€[0,1—x]

= / acy2|(1)_x dx
z€(0,1]

:/ [z — 222 + 23] dx
z€[0,1]

=1/2-2/3+1/4=1/12.



327

Slede¢i integral je

E[X] :/ z-21(x >0,y > 0,2 +y <1)dR?
(z,y)

_ / / % dy d
z€[0,1] Jy€[0,1—x]

= / 2z(1 — x) dx
xz€[0,1]

= / 20 — 222 dx
z€[0,1]

=1-2/3=1/3.

Poslednji integral je

E[Y] :/ Yy 20(z >0,y >0,z +y < 1) dR?
(w,y)

= / / 2y dy dz
z€[0,1] Jy€[0,1—x]

= / (1—x)%da
z€[0,1]

= (1—2)°/(=3)[g da
=1/3.

Kovarijansa je dakle
1

1 1
D B

14.9 Tacno ili neta¢no: slucajna promenljiva sa kona¢nim ocekivanjem uvek ima konaénu
standardnu devijaciju.

Resenje Ovo je|netaéno | Uzmimo X = 1/v/TU, gde je U ~ Unif([0, 1]). Onda
E[X] = / w2 (u € [0,1]) du
u€R
1
= / w2 du = u'?)(1/2)] = 2.
0
Medutim,
E[X?] = / (Y221 (u € [0, 1]) du
u€real

1
= / u ! du = In(u)|} = oco.
0

Dakle, dok je ocekivanje konac¢no, standardno odstupanje od X nije.

Jedna napomena: istina je da kad god X ima konac¢no ocekivanje, srednje apsolutno
odstupanje E[| X — E[X]|] ¢e biti konacno.
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14.11 Za slucajnu promenljivu sa kona¢nim ocekivanjem p, i standardnom devijacijom o,
iskrivljenost (skewness) slucajne promenljive je definisana sa

skew(X) = E {M} .

o3
a) Ako X ima iskrivljenost 3, kolika je iskrivljenost od 2.X?
b) Kolika je iskrivljenost od —2.X?

Resenje
a) Ocekivanje od 2.X je 24, a standardna devijacija je |2|c = 20. Iskrivljenost je dakle

w5 [ X2

:E[M} :_

o3
b) Ovde je E[—2X] = —2p, i standardna devijacija je | — 2|0 = 20, tako da

_ 3
skew(—2X) =E {(2@#}

S ) [M] =[-3].

g

14.13 Nadi iskrivljenost od U ~ Unif([0, 1]).

Resenje Nagnutost je

E

o

(= “)3] — o SE(U - )]

Za uniformnu na intervalu [0,1], 4 = 1/2i ¢ = 12/2. Takode, Y = (U — 1/2) ~
Unif([—1/2,1/2]) i

1/2
- _ _ 2 _ _ _
127328 [y3] = 12 3/2/1/2 $3ds =12 3/234/4\]1/2 =127%2)27° — 275 =[0].
Nagnutost je o jer je uniformna raspodela simetri¢na oko svog ocekivanja,

14.15 Topper Building Co. trpi broj kasnjenja koji je uniforman na {0, 1,2, 3,4}. Svako ka-
$njenje kosta graditelja eksponencijalno vreme sa parametrom 0.3 mesecno. Nadite
ocekivanje i varijansu ukupnog vremena kasnjenja.

Resenje Ovde nas interesuju dve slucajne promenljive:

N := broj kasnjenja

T := ukupan zbir zakasnjenja.

Zadatak kaze da je N ~ Unif({0,1,2,3,4}). Dato N, T je zbir N nezavisnih eksponen-
cijalnih slu¢ajnih promenljivih. Ovo daje gama raspodelu:

[T|N] ~ Gamma(N,0.3).
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Da nademo E[T], uslovljavamo sa N i onda se resimo uslova tako $to uzmemo opet
ocekivanje:

E[T] = E[E[T|N]]

= E[N/0.3]
— (1/0.3)E[N]

=2/0.3 ~[6.667].

Za varijansu nam treba E[T"2]. Korisna ¢injenica je da za svaku slu¢ajnu promenljivu X,

E[X?] = V(X) + E[X].

Tako
E[T?] = E[E[T”|N]]

= E[V(T|N) + E[T|N}?]
=E[N/0.3* + (N/0.3)?]
= (1/0.3)*E[N + N?|
= (1/0.3)%[2 + (1/5)0% + (1/5)1% + (1/5)2% + (1/5)3% + (1/5)4?]
= 88.89.

Onda

V(T) = B[T?] - E[T]* ~[44.44]
Za (X,Y) ~ Unif({(0,0),(0,2),(1,2)}), naéi korelaciju izmedu X i Y.

2
Resenje Treba nam E[XY], E[X], E[Y], E[X?]iE[Y?] da resimo ovaj problem.

EXY] = (1/3)[(0)(0) + (0)(2) + (1)(2)] = 2/3
E[X] = (1/3)[(0) + (0) + (1)] =1/3
E[Y]= (1/3)[(0) + (2) + (2)] = 4/3
E[X?] = (1/3)[(0)* + (0)* + (1)°] = 1/3
E[Y?] = (1/3)[(0)* + (2)° + (2)] = 8/3.
Dakle,
(2/3) = (1/3)(4/3)
Cor(X,Y) = =1 2:-0.5000.
ey V(1/3) = (1/3)2-1/(8/3) — (4/3)? /2 =[0.5000
Za (A, B) sa gustinom

fiapy(a;b) = (2/3)(a + 2b)1(a € [0, 1)1(b € [0,1]),

naéi Cor(A4, B).
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Resenje Da resimo ovaj problem trebaju nam E[AB], E[A], E[B], E[A?] i E[B?]. Sre-
¢om ovi integrandi su svi pozitivni i mozemo iskoristiti Tonelija da uradimo racun sa
dvostrukim integralima.

1 1
IE[AB]:/ O/b (@)/3)(a+b) dbda=1/3

1 1
:/ a(2/3)(a + b) db da = 5/9
a=0 Jb=0

11
/ b(2/3)(a + b) db da = 11/18
a 0

:/GM
=

1

=l

2(2/3)(a +b) dbda = 7/18
0Jb=0

1
/ b*(2/3)(a + b) db da = 4/9.
0 Jb=0

=l

Dakle,

- 1/3 — (5/9)(11/18) =
Cor ) = i) o af9) (e ]

15.5 Razmotrimo slu¢ajne promenljive X i Y sa zajednickom gustinom

fxy)(@,y) = Cexp(—z — 2y — y)1(z > 0,y > 0).

a) Naci kovarijansu izmedu X i Y numericki.

b) Naci korelaciju izmedu X i Y numericki.

Resenje Pre nego Sto nademo ocekivane vrednosti koje nam trebaju za a i b, prvo treba
da nademo C. Integrand je pozitivan, tako da po Tonelijevoj teoremi

ct= / / exp(—z — xy — y) dy dx.
=0 Jy=0

Ovaj integral nema resenje sa elementarnim funkcijama nego sa ekponencijalnom inte-
gralnom funkcijom i kada se izratuna dobija se —e Ei(—1), tako da je

C ~ 1.67688.
Sada resimo neophodne integrale numericki.

a) Integrali potrebni za ovaj zadatak su sledeci (reseni u Wolfram Alfi)

oo oo
E[XY] = / / xyl.67688 exp(—z — zy — x) dz dy ~ 0.323126
=0 Jy=0
= / / x1.67688 exp(—z — xy — x) dx dy ~ 0.676877
=0 Jy=0

oo oo
= / / y1.67688 exp(—x — zy — x) dx dy ~ 0.676877.
=0 Jy=0

Tako da

Cov(X,Y) =~ 0.323126 — (0.676877)* ~| —1.350 |.
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b) Za korelaciju nam treba jo$ nekih ¢injenica
E[X?] = / / 2%1.67688 exp(—z — xy — x) dx dy = 1
=0 Jy=0
o oo
E[Y?] = / / y?1.67688 exp(—z — zy — ) dz dy = 1.
=0 Jy=0
Dakle, SD(X) = SD(Y) = (1 — 0.6768772)"/2, odakle imamo korelaciju

—1.35037

16.1 Neka su A ~ Unif([0, 1]) i B ~ Unif(]0, 2]) nezavisne. Na¢i gustinu za A + B.

Resenje Ovde je fa(a) =1(a € [0,1]),1 fp(b) = (1/2)1(b € [0, 2]). Dakle, konvolu-
cija je

Farn(s) = / fa(a)f5(s — a) da
= /(1/2)]1(3 —a€[0,2],a €[0,1]) da

a

— /(1/2)]1(a <s,a>s—2ac€l0,1]) da.

a

Kada je s < 0ili s > 3 indikator je uvek o. Kada je s € [0, 1],
1(a<s,a>s—2,a€l0,1]) =1(a € [0,s])
i integral je jednak s/2.
Kada je s € (1, 3],
I(a<s,a>s—2,a€l0,1]) =1(a € [s—2,1])
i integral je jednak [1 — (s — 2)]/2 = (3 — s)/2. Dakle, kona¢na gustina je

fayp(s) = (s/2)1(s € [0,1]) + [(3 — ) /2]1(s € (1,3]).

16.3 Pretpostavimo da su X ~ Unif({1,2,3}) 1Y ~ Unif({3,5}) nezavisne. Koja je gustina
od X +Y?

Resenje Ovo ce biti
[f = g1(6) = > fx (i) f(i = j)
J
= > (/31 € {1.2,3)(1/2)1(i — j € {3,5})

j€{1,2,3}
— (1/6)[1(i—1 € {3,5})) + (i —2 € {3,5}) + 1(i — 3 € {3,5})]
= (1/6)(M(i=4) + 1(i =5)+20(i = 6) + L(i = 7) + 1(i = 8))
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Neka su R i G diskretne slucajne promenljive gde je R ~ Bern(0.3) i G ~ Geo(0.6).
Tako je

fr(i) = (0.3)1(i = 1) + (0.7)1(i = 0), fo(i) = (0.6)(0.4) (i € {1,2,...}.

Naci gustinu za R + G.

Resenje Znamo da R + G ima gustinu koja je jednaka konvoluciji pojedina¢nih gustina:
frea(t) = [fr* fa](2)
= frla)fali—a)

= > [031(a=1)+0.70(a = 0)](0.6)(0.4) “'L(i —a € {1,2,...})
ac{0,1}

= fa:O(i) + fazl (Z)a
gde je

Primetimo fo—0(1) = 0, and fo=1(1) = (0.7)(0.6) = 0.42, tako
Frec(i) = 04213 = 1) + h(i)1(i € {2,3,...}),
gdezai € {2,3,...},

h(i) = (0.3)(0.6)(0.4)"2 + (0.7)(0.6)(0.4)"
= (0.3)(0.6)(0.4)" "2 + (0.7)(0.6)(0.4)(0.4)" >
= 0.348(0.4)" 2.

Sve ovo zajedno daje

fric(i) =0421(i = 1) + 0.348(0.4)" 21 (i € {2,3,...}).

Neka je P(X = 1) = P(X = 2) = 0.5. Naéi mgf y ()?

Resenje Ovo je

Elexp(tX)] =|(1/2)e + (1/2)e?|.

Neka X ima funkciju generatrisu momenata datu sa
megf v (t) = 0.1exp(10t) 4 0.9 exp(—5t).

Naci gustinu za X.

Resenje Ovde je X € {—5,10} posto imamo jedan exp(—5t) i jedan exp(10t) element.
Koeficijenti onda daju verovatnoce za gustinu

fx(i) = 0.91(i = —5) + 0.11(i = 10).
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17.5 Neka su 71, Zs, ..., Z, iid N(0, 1). Setimo se da za normalnu Z ~ N(0, 1), mgf ,(¢) =
exp(t?/2).

a) Koja je funkcija generatrisa momenata za Z; + Z57
b) Koja je funkcija generatrisa momenata za

Zl+"‘+Zn7
—n !

c) Koja je funkcija generatrisa momenata za

Zi+- -+ Z

iy
NG
Resenje

a) Iskoristite ¢injenicu

g7, 7,(t) = mgh, () maf (1) = exp(£*/2) exp(i*/2) = exp(1?) |

b) Razmotrimo funkciju generatrisu momenata skalirane slu¢ajne promenljive:
mgf,, (1) = E[e!**] = mgf y (at).
Za nas$ problem:
mgf 1, (t) = mgf 4, (t/n) = exp((t/n)?/2) = exp(t*/2n?).
Sada dodajmo 7 njih zajedno:

mef (7, /n) (20 m) (1) = mef 7/ ()" = mef 5 (t/n)" = [exp(t*/2n?)]"
= |exp(t?/2n) |

¢) Isto kao pod (b), ali skalirano za 1/y/n:

mef 7,/ )iz, () = mgf 7 ) m(t)™ = mef 7 (t/v/n)" = exp(t?/2n)"
= |exp(t?/2) |

To znaci kada saberete n normalnih sluc¢ajnih promenljivih sa oc¢ekivanjem 0 i
standardnom devijacijom 1, i podelite sa y/n, dobi¢ete normalnu slu¢ajnu promen-
ljivu sa srednjom vrednos¢u 0 i standardnom devijacijom 1. Normalna slu¢ajna
promenljiva je fiksna tacka u odnosu na ovu operaciju.

CGT kaze da ako saberete bilo koje n sluc¢ajne promenljive sa ofekivanjem 0 i
standardom devijacijom 1, i podelite sa \/n, dobijate priblizno normalnu slu¢ajna
promenljivu sa ocekivanjem 0 i standardnom devijacijom 1. To je zato Sto takve
operacije imaju tendenciju da konvergiraju ka fiksnoj tacki, u ovom slucaju, nor-
malnoj.

17.7 Neka X ima sledecu gustinu:

fx(r) = S(TB — 82 +19r — 12)1(r € [1, 3]).
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a) Naéi modus(e) za X.
b) Naci median(e) za X.
c) Nacdi ocekivanje od X.
d) Naéi E[e!X].

Resenje Plot funkcije fx(7) je:

Imajte na umu da je grafik nagnut ulevo, sto bi trebalo da ¢ini srednju vrednost, modus, i
medijanu malo ulevo od 2.

a) Da biste pronasli modus, maksimizirajte funkciju. Izvod od fx (7) u odnosu na r
je (9/8)r2 — 6r + (57/8) sto je kvadratna funkcija sa ta¢no jednom nulom u [1, 3].
Ova nula se javlja u i posto je fx(r)nulazar = 1ir = 3,1 pozitivna za
r = 1.785, ovo mora biti maksimum, pa je dakle modus.

b) Medijana e biti na mestu gde polovina povrsine ispod gustine lezi levo od te tacke, a
polovina desno. Postoji mnogo paketa koji takode rade na integraciji i pronalazenju
korena kao i vecina kalkulatora. Za Wolfram Alpha, komanda:

1/2 = integrate (3/8)* (r"3-8+«r"2+19+r-12) from 1 to a
daje a ~ 0.42551 i a ~ 1.878. Posto medijana mora biti u intervalu [1, 2],| 1.878

je reSenje.

c) Ocekivanje je jos lakse, jer ukljucuje samo jednu integraciju:
3
/ r(3/8) (13 — 8r% +19r — 1) dr.
1

sto daje kao resenje | 1.900 |.

Sumirajuéi ova prva tri dela:

(a) modus 1.785
(b) medijana  1.878
(c) ocekivanje 1.900

Oni su razli¢iti jer gustina nije simetri¢na kao u slu¢aju normalne gustine.

d) Integral koji treba izracunati je
3
/ et (3/8) (13 — 8r% 4 19r — 12) dt.
1

Volfram Alfa daje

9 + 15t + 9e't? + e3(3t* + 3t — 9)
mef v (t) = g )

Primetite da je prosirenje ovog izraza u Tejlorov red:

1+ By
100 10 ’

i vrednost 19/10 = 1.9 se poklapa sa ocekivanjem koje smo ranije nasli.
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18.1 Za standardnu normalnu Z naci verovatnocu

P(Z € [-2,2)).

Resenje Ovo je

2
1 2
— exp(—s“/2) ds
/2 VT
$to moze biti izraCunato aproksimativno koriste¢i WolframAlpha: | 0.9545

18.3 Konferencija Digital Life svake godine privlaci broj polaznika koji ima normalnu raspo-
delu sa ocekivanjem 59 000 i standardnom devijacijom 10 000. Nezavisno od toga, E3
privlaci broj polaznika koji je normalno raspodeljen sa o¢ekivanjem 75 000 i standardnom
devijacijom 5 000.

a) Pretpostavimo da uprose¢imo dva broja. Kakva je raspodela tog proseka?
b) Kolika je $ansa da je prosek dve konferencije veci od 70 000?

c) Kakva je raspodela broja onih koji pohadaju Digital Life minus broj onih koji
pohadaju E3?
d) Koja je sansa da vise ljudi pohada Digital Life nego E3?

Resenje

a) Neka je A broj ucesnika na konferenciji Digital Life, a B broj ucesnika na E3.
Zatim, posto su oni nezavisne normalne, njihov zbir i prosek i razlika ce takode biti
normalni. Radi prakti¢nosti, sve predstavljamo u jedinicama od 1000. Onda

A+ B

~ N((59 + 75)/2, (10> + 52) /4) ~|N(67,31.25) |.

b) Ako uvedemo C' ~ N(67,31.25), onda
P(C >170) =P(C — 67 > 3)

b <C— 67 _ 3 )
V3125 ~ V/31.25
—p (z > 3 )
31.25

=[29.57%]

c) Za razliku, oduzmite ocekivanja (ali ipak dodajte varijanse!)

A — B ~N(59 — 75,10% + 5%) ~ | N(—16,125).

d) Za ovo je potrebno A — B > 0.
P(A-—B>0)=P(A— B+ 16 > 16)
:P<A—B+16 > 16 )
V125 V125

16
—“"((Zzﬁ)
=[7.620%|
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18.5 Neka su Wy, ..., W, iid standardne normalne sluc¢ajne promenljive. Koju raspodelu ima
zbir Wy + -+ Wp?

Resenje Bilo kakav zbir nezavisnih normalnih sluc¢ajnih promenljivih je opet jedna
normalna sluc¢ajna promenljiva. Novo ocekivanje je zbir n nula, a nova varijansa je zbir
n jedinica, tako da

Wi+ + W, ~|NO,n) |

19.1 Neka su Dy, ..., Dg iid bacanja postene Sestostrane kockice. Aproksimirati verovatnocu
da je > D; > 30 koriste¢i CGT.

Resenje Prvo ¢emo izraCunati ocekivanje i varijansu:
E[D;] = (14 8)/2 = 4.5.
VD] = ((8—1+1)%-1)/12 = 63/12.

Zatim standardizujemo sumu
| B D; — 45 30 — (4.5)(8)
PO_Diz1m) =P (Z NOE ¢<8><63/12>>
o (Z . w)

(8)(63/12)
=

19.3 Pretpostavimo da R ima gustinu

fr(r)=2r-1(r € [0,1]).

a) Koje je ocekivanje za R?
b) Koja je varijansa za R?

c) Neka si R;, Ra, ... nezavisne sl. prom. sa istom raspodelom kao R. Koriste¢i CGT,
aproksimirati
]P’(Rl + -4+ Rigo > 70)?

d) Koje je ocekivane za R dato da je R € [0.3,0.5]?
Resenje

a) Ovo je
1

E[R]:/r-er(re[O,l])dr:/ 2r2 dr = 2/3 =[0.6666 ... ..

b) Treba nam drugi momenat od R za ovo:

IE[R2] = /Tr2 2rl(r € [0,1]) dr = /r

Dakle, varijansa je

1
2r3 dr = 1/2.
0
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c) CGT kaze dajep =P(Ry + -+ Ripo > 70) jednako

b (Rl 4o+ Rygo — 100(2/3) 70 — 100(2/3))

\/1/18v/100 \/100-1/18
~P(Z >2))
=[0.07864.. ]

d) Dato da leziu [0.3,0.5], gustina postaje nenormalizovana.

fRIRe0.3,05)(T) o< fr(r)1(r € [0.3,0.5]).
Normalizacija daje

_ fr(r)L(r €[0.3,0.5])  2r
fRIRe0.3,0.5)(1) = Locosos fn(s) ds 0.16]1(T € [0.3,0.5]).

Odavde imamo da je uslovno ocekivanje

2
E[R|R € [0.3,0.5]] = /r. ﬁﬂ(r € [0.3,0.5]) =[0.4083 ...

r

19.5 Neka su Uy, Uy, ..., Uy standardne uniformne slu¢ajne promenljive (znaci uniformne
nad [0, 1]). Koriste¢i CGT aproksimirati

P(UL 4 - -+ U2 < 7).

Resenje Ocekivanje standardne uniformne je

E[U] :/x]l(aje [0, 1]) da;:/ola:da:: 1/2,

a drugi momenat

1
E[U?] = /x2]l(:p €1[0,1]) dz = / x? de =1/3.
0
Odavde dobijamo da je varijansa jednaka 1/3 — (1/2)? = 1/12. Onda je varijansa zbira
jednaka 12 - (1/12) = 1 a o¢ekivanje je 12 - (1/2) = 6. Dakle

U +---+U;s—6 7-6
1+ + U2 -

PUL + -+ U <7) =P NGl i

)
~P(Z<1)

=[0.8413.. ]

20.1 Neka je X ~ Bin(34,0.23). Koliko je E[X]?

Resenje Ocekivanje binomne slucajne promenljive je jednako proizvodu njenih para-

metara tako da je (34)(0.23) =|7.820|.
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Neka je G ~ Geo(0.38).

a) Koliko je E[G]?
b) Kolika je V[G]?

Resenje

a) Ocekivanje je jednako 1/0.38 ~|2.631 |
b) Varijansa je (1 — 0.38)/0.38% ~|4.293 |

Neka je N ~ NegBin (20, 0.38).

a) Koliko je E[N]?
b) Kolika je V[N]?

Resenje

a) Ocekivanje je 20/0.38 ~ | 52.63
b) Varijansa je 20(1 — 0.38)/0.382 = | 85.87
Neka su X ~ Bin(13,0.2) i Y ~ Bin(27,0.2) nezavisne. Koja je raspodela od X + Y?

Resenje X predstavlja broj uspeha u 13 nezavisnih pokusaja (gde uspeh ima verovatnocu
0.2). Y predstavlja broj uspeha u 27 nezavisnih pokusaja (gde uspeh ima verovatno¢u
0.2). Zajedno X + Y predstavlja broj uspeha u 40 nezavisnih pokusaja. Dakle, X +Y ~
Bin(40,0.2).

Neka je Y slucajna promenljiva sa vrednostima u pozitivnim celim brojevima i sa E[Y] =
4.2,1[X|Y] = Bin(Y, 0.3). Koliko je onda E[X]?
Resenje Posto je E[X|Y] = (Y)(0.3),

E[X] = E[E[X|Y]] = E[0.3Y] = 0.3(4.2) =[1.260]

Na¢i E[G?] za geometrijsku sl. prom. uslovljavajuéi vrednoséu Bj i onda uzimajuéi
ocekivanje ponovo.

Re$enje Prema osnovnoj teoremi verovatnoce

E[G?] = E[E[G?|B1]]
=p(1)* + (1 - p)E[(1 + G)?]
=p+ (1 —pE[l+2G+ G?
=p+ (1 —-p)(1+2/p)+ (1 - p)E[G*].

Premestanje (1 — p)E[G?] na drugu stranu i deljenje sa p daje

1— 2
E[G2]=1+—p<1+—>
p p
2—p
pr |
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Neka je P Puasonov tackasti proces intenziteta 2, na intervalu [0, cc). Koja je raspodela
inf(P)?

Resenje Infimum skupa tacaka je ona najbliza 0. Dakle, ovo je rastojanje od 0 do prve

tacke, $to ima | Exp(2) | za ovaj tip procesa.

Nek aje P Puasonov tackasti proces na [0, 00) intenziteta 1.8, 1 P; = inf(P). Kolika je
verovatno¢a P(P; < 1)?

Resenje Posto je P; ~ Exp(1.8), to je
1
/ 1.8exp(—1.85)1(s > 0) ds = —exp(—1.85)|p = 1 — exp(—1.8) ~|0.8347 |,
0

Vremena dolazaka autobusa tokom jednog sata ([0, 1]) formiraju Puasonov proces inten-
ziteta 1.4 /hr.

a) Kolika je sansa da ta¢no jedan autobus stigne u sat vremena?

b) Koliki je ocekivani broj autobusa koji stizu u sat vremena?

c) Koliki je o¢ekivani broj autobusa koji stizu u prvih pola sata?
Resenje

a) Brojautobusa bice Puason sa parametrom 1.4, odakle je $ansa za ta¢no jedan autobus

P(N = 1) = exp(—1.4)(1.4)!/1! ~[0.3452].

b) Ocekivani broj u sat vremena je 1(1.4) =|1.400 |.
¢) Ocekivani broj u prvih pola sata je (1/2)(1/4) ={0.7000 |.

Za Puasonov tackasti proces na [0, c0) intenziteta A, neka je Ny = #(P N A). Nadi
Cov(No,2), Njo,3))-
Resenje Primetite da je

Nio,3) = Njo,2) + N2,3)

i dakle
Cov(Njg,2); Njo,3)) = Cov(Njg 2y, Njo,2)) + Cov(Njg2), Nj2.3))
= V(Np2) +0=[2)]
Neka su N; and N, nezavisne Puasonove slucajne promenljive sa oc¢ekivanjima 2 i 3

respektivno. Kolika je $sansa da je N; + Ny = 5?

Resenje Njihov zbir ¢e imati Puasonovu raspodelu sa oc¢ekivanjem 5. Dakle

00750 )

55
P(Nl + Ny = 5) = exp(—5)a

EPA lokacije za ¢i§¢enje u okrugu su modelovane kao PPP sa stopom A = 3/mi>.

a) Ako region ima povrsinu od 9 kvadratnih milja, koliki je ocekivani broj mesta za
¢is¢enje?
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b) Ako se zna da region ima najmanje 25 lokacija za ¢is¢enje, kolika je Sansa da
ima najmanje 30 takvih lokacija? (Verovatno Zelite da koristite racunar da ovo
izraCunate.)

Resenje

a) Prosecan broj mesta za CiScenje bice stopa puta povrsina, to jest

3 o
@'91’1’11 —.

b) Ovo je P(N > 30|N > 25), gde N ~ Pois(27). Koriste¢i formulu uslovne verovat-
noce imamo

P(N >30,N >25) P(N > 30)
— = = _0.4535 .

gde je poslednji izraz izracunat u R koristeci
(1-ppois (29,27))/ (1-ppois (24,27))

22.5 Pretpostavimo P ~ Pois([0, 2], \ - £), gde je A > 0 konstanta i £ Lebegova mera. Ako je
Njo,2) = 10, koja je 3ansa da je N 1) = 4?

Resenje Znamo da je

Tako da
[Njo,1)| Njo,2 = 10] ~ Bin(10,1/2),

10\ /1\* /1\©
PVoalves =10 = () (3) (3) ~[0200-]

22.7 Izbijanje bolesti je modelovano kao Puasonov tackasti proces intenziteta 2.3 po kvadratnoj
milji.

a) Ako je grad povrSine 3 kvadratne milje, kolika je Sansa da ima ta¢no 6 Zarista
bolesti?

b) Pretpostavimo da je deo grada zapadno od reke 1.2 kvadratne milje (ostavljajuci 1.8
kvadratnih milja isto¢no od reke). Ako postoji tacno 8 Zarista Sirom grada, kolika je
Sansa da ih je najmanje 3 na zapadnoj strani reke?

Resenje
a) Broj tacaka u procesu ce biti Puasonov sa parametrom 3 - 2.3 = 6.9. Dakle
P(N = 6) = exp(—6.9)6.9°/6! ~[0.1510...].
b) Ako je X broj na zapadnoj strani i N ukupan broj

[X|N = 8] ~ Bin(8,1.2/(1.2 + 1.8)).
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Neka je p = 1.2/(1.2 + 1.8) = 0.4.
P(X >3|N =8)=1-P(X € {0,1,2}|N =8)

=1-— (S) (0.6)° + <§> (0.4)1(0.6)7 + @) (0.4)2(0.6)5 ={0.6846. . .|
23.1 Neka (X7, X9, X3) ima zajedni¢ku gustinu

F Xty o (21 + m2) (21 + 23) (39 + 23)L((21, 22, 73) € [0,1]°).

a) Naci normalizovanu gustinu.
b) Nac¢i marginalnu gustinu od Xj.

c) Naci o¢ekivanje od X;.
Resenje

a) Prvo

/ / / (x1 + x2) (21 + x3) (22 + 23) drg dre day
z1€[0,1] J22€[0,1] Jz3€[0,1

ima vrednost 5/4, tako da je normalizovana gustina

4
£ (@1 +22) (21 +23) (22 + 23)L (21, 22, 23 € [0, 1]) |

b) Da dobijemo marginalnu gustinu moramo da integrali preko promenljivih x5 i 23
Sto daje:

/ / (4/5) (21 + 22) (21 + 23) (22 + 25)1 (21 € [0, 1]) das o,
xz2€[0,1] Jx3€[0,1

iizracunava se

2

B (622 + 71 + 2)1(z1 € [0,1])

Ix, (ml) =

¢) Mozemo ili da se vratimo na pocetak i integriSemo sa gustinom pomnozenom sa 1,
tako da samo marginalnu gustinu puta x; da dobijemo ?

! 2 29
/ x11—5(6x% +Tz1 +2) doy = T~ 06444
x1=0
23.3 Neka X7, ..., X,, imaju zajednic¢ku gustinu

(1/10)"1 (1, - ., ) € [0, 10]").

Pokazati da su X; nezavisne.
Resenje Posto je

n

(1/10)"L((21, ..., 2n) € [0,10]") = [ [(1/10)1(a; € [0, 10]),

zajednicka gustina je proizvod n marginalnih gustina (od kojih je svaka uniformna gustina
na [0, 10]), i slu¢ajne promenljive su nezavisne.
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23.5 Neka X iY imaju zajednicku gustinu

foery(@,y) = (3/4)zy*L(x € [0,1])1(y € [0,2]).

Pokazati da su X i Y nezavisne.

Resenje Primetite da gustina moze da se rastavi na ¢inioce od kojih jedan zavisi samo
od z a drugi samo od y:

foeyy(@,y) = [Coal(z € [0,1])][Cyy*L(y € [0,2])].
Dakle X i Y su nezavisne.

24.1 Neka je A ~ Unif{1,2,3,4,5,6} i [B|A] ~ Exp(A). Dato da je B = 3.6, koja je
raspodela od A?

Resenje Prvo nadimo posteriornu gustinu za A ako je dato B = b, gde je b > 0:

faip=s(a) x fa(a)fBja=q(D)
=(1/6)1(a € {1,...,6})aexp(—ab).
x aexp(—ab)l(a € {1,...,6}).

Normalizujuca konstanta je

C= Zaexp(—ab) = exp(—b) — 2exp(—2b) — - - - — 6exp(—6b).

a=1

Za b= 3.6, ovo je C' = 0.028804 .. .. Dakle

faip=36(a) = 34.62a exp(—3.6a)1(a € {1,...,6})|.

24.3 Pretpostavimo da X ~ Unif([0, 10]) i X ~ Unif([0, 20]). Neka je B ~ Unif{1, 2}.

a) Dato da je Xp = 15, koja je verovatnoca da je B = 2?
b) Dato da je Xp = 7, koja je verovatnoca da je B = 2?

Resenje

a) Posto je P(X; > 10) = 0, dato da je Xp = 15, verovatnoca da je B = 2 je jednaka
[1]
b) Dato da je Xp = 7, moguce je da B bude ili 1 ili 2. Idemo na Bajesovo pravilo!

Zelimo da nademo gustinu za B ako je data vrednost od Xpg. Za to moramo da
nademo priornu gustinu za B i uslovnu gustinu za X g|B. One su

fa(b) = 510 € {1,2})

fxpip=1(z) = (1/10)1(z € [0, 10])
fxgip=2(z) = (1/20)1(z € [0,20]).
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MozZemo ovo da napisemo i kao

Fxglp=b(x) = 1/(a(b))L(z € [0,a (b)),
gde je a(1) = 10 i a(2) = 20. Onda Bajesovo pravilo kaze
Fapp—e(b) o< (e € 0.aB)) 310 € {1.2)

1
< Lptle 2D,

Zatim da bismo pronasli konstantu proporcionalnosti, samo integralimo desnu
stranu u odnosu na meru prebrojavanja, sto nam daje zbir

_ 1.1
10 " 20°
Otuda .
1 [1 171
(b)) = —— | — + —
To1x,=7(8) a(b) [10+20] ’

1 (1 1 1

Kompanija za lekove veruje da je novi tretman efikasan kod pacijenata sa verovatnocom
p, gde je p uniformno na intervalu [0, 1]. Ispitivanje leka nastavlja se na pacijentima sve
dok se ne pronadu Cetiri pacijenta kod kojih je lek efikasan. Studija je morala da ukljuci
N = 21 pacijenata pre nego §to su otkrili ¢etiri na kojima je lek delovao.

S obzirom na ove informacije, koja je nova raspodela od p?

Resenje Posteriorna gustina je proporcionalna priornoj gustini p puta verodostojnost.
Ovde N|p = s ima negativnu binomnu raspodelu sa parametrima 4 i s. Dakle

fo(s) =1(s €0, 1))

O (i B i (Y V)

tako da je posteriorna gustina

21

foin=21(s) o <3

)#u—g”msemgn

Ovo je distribucija beta slucajne promenljive sa parametrima 5 i 18. Stoga

[p|N = 21] ~ Beta(5,18) |

Neka je X slucajna promenljiva sa o¢ekivanjem 0.4, srednjom apsolutnom devijacijom
1.5, i standardnom devijacijom 2.
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a) Oceniti odozgo P(| X — 0.4] > 4) koriste¢i nejednakost Markova.
b) Oceniti odozgo P(| X — 0.4] > 4) koriste¢i nejednakost Cebiseva.

¢) Koja ocena je bolja? (To jest, ako vam se trazi da date gornju ocenu za P(| X —0.4| >
4), $ta biste rekli?)

Resenje
a) Po nejednakosti Markova

E[|X — 0.4]

1.5
P(X —0.4] > 4) < == = —= =[0.3750]

b) Prema nejednakosti Cebiseva
V(X)) 22
P(|X —04| >4) < 2 2= 0.2500 |.
¢) 10.2500 | je bolja gornja granica jer je manji od dva broja.

25.3 Gradevinski projekat e trajati neko nepoznato vreme. Graditelji veruju da ¢e srednja
vrednost biti pedeset dana sa standardnom devijacijom od deset dana.

a) Dajte gornju granicu za Sansu da projekat traje najmanje Sezdeset dana.

b) Dajte gornju granicu za $ansu da projekat traje najmanje sto dana.

Resenje Neka je 1" vreme potrebno za projekat izgradnje. Tada je 7" nenegativno a
standardna devijacija je kona¢na, pa se ovde primenjuju i Markov i Cebisev.

a)
P(T > 60) < 50/60 prema Markovu
P(T > 60) < 1/1% prema Cebisevu
Dakle | 0.8333 | je bolja gornja granica.
b)

P(T" > 100) < 50/100 prema Markovu
P(T > 100) < 1/5% prema Cebievu

Dakle [ 0.04000 | je bolja gornja granica.

25.5 Outreach Solutions svakodnevno opsluzuje broj klijenata uniformno na {1, 2, 3,4, 5}.
Neka je N ukupan broj klijenata opsluzivan tokom sedam dana.

a) Koje je ocekivanje od N?
b) Koja je standardna devijacija od N?

c) Koristedi ¢injenicu da je N simetri¢no u odnosu na svoje ocekivanje, dajte donju
granicu za verovatnocu da je N < 26.
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Resenje
a) Neka je N; broj klijenata usluzen na dan ¢. Tada je
N =Nj;+.--+ Ny
Dakle

E[N] =E[Ny + -+ N7] = E[M{] + - - - + E[N7] = TE[Vy]
= 701+.5)/2 =21 Hijnsa]

b) Sli¢no, posto se moze uzeti da su [V; iid:
VIN] = V[N1+-- -4 Ny] = V[N{]+---+V[Ny] = 7V[Ny] = 7(5* —1)/12 = 14.

Dakle SD(N) = /14 ~ .

¢) Treba da nademo « takvo da je P(N < 26) > «. Ali imamo samo gornje granice?
Zato primenimo funkciju 1 — z na obe strane:

l1—a<1-P(N <26)=P(N >27).
Markovljeva nejednakost nam daje
P(N > 27) < E[N]/27 = (7)(3)/27 = 21/27.
Cebisevljeva nejednakost (i simetrija) nam daju:
P(N > 27) =P(N — 21 > 6)
= (1/2)P(|N - 21| = 6)
< (1/2)V(N)/6* = TV(Ny)/72.
Posto je Ny ~ Unif({1,2,3,4,5}), imamo V(Ny) = (5% — 1)/12 = 2.
Dakle 1 — o = 7/36, $to znadi da je o = 29/36 > | 0.8055 |.

25.7 Pretpostavimo da X ima konac¢no ocekivanje p i standardnu devijaciju o. Sve slucajne
promenljive imaju bar jednu medijanu. Pokazati da mora postojati bar jedna medijana za
X negde (striktno) izmedu ;o — v/30 i 4+ V/30.

Resenje

Dokaz. Posto X ima konac¢no ocekivanje i varijansu, moze se primeniti nejednakost
Cebigeva i
P(|X — ul > V30) <

W =

Konkretno, neka je m > p + v/30. Onda

P(X >m) <P(X > p+V30)
= P(X — > V30)
<P(|X — u| > V30)
< 1/3 (nejednakost Cebiseva).
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Tako da ako je m > u + v/3¢, onda m nije medijana.
Sada pretpostavimo da je m < j — v/30. Onda

P(X <m) <P(X < p—+30)
=P(X —pu < —V30)
<P(|X — u| > V30)
< 1/3 (nejednakost Cebiseva).

I opet m ne moze biti medijana!

Ako nema nijedne medijane u intervalu (—oo, t — v/30], ni u [p + v/30, 00), onda mora
biti jedne u intervalu (u — /30, it + \/30), ¢ime je dokaz zavrsen. O

Vreme izgradnje projekta 7" ima slede¢u srednju vrednost, standardnu devijaciju, srednju
apsolutnu devijaciju i funkciju generatrisu momenata na 0.5:

E[T]

E[(T — E[T])?
B(T — B(T)
E(exp(0.57")

100
15
12

]
)
)

xp(63).

Koristeéi ove ¢injenice zajedno sa Markovim i Cebisevom, postavite $to bolju gornju
granicu za P(T" > 130). Obavezno pokazite ceo postupak!

Resenje Primetimo da je 7" > 0 er je merenje vremena. Markovljeva nejednakost daje
P(T > 130) < E[T]/130 = 100/130 = 0.7692.. . ..

Nije bas sjajno! Poznavanje standardne devijacije nam omoguéava da koristimo Cebigeva:

152 1
P(T > 130) = P(T" — 100 > 30) < P(|7"— 100| > 30) < 302 — 92 = 0.25.
Sledece je srednje apsolutno odstupanje, za koje nam Markov kaze da daje

E[|T —100]] 12 2
P(T > 130) = P(T—100 > 30) < P(|T—100| > 30) < % 5=z =04

Konacno,

exp(63)

B(T > 130) = P(exp(0.5T) > exp(0.5 - 130)) < = s

= exp(—2) = 0.1353....

Znaci najbolja gornja granica je|0.1353 |

Pretpostavimo X ima generatrisu momemata mgf y () = [(exp(t) — 1)/t]'". Oceniti
P(X > 8) sa Cernofom, koriste¢i t = 5.

Resenje Cernof kaze da je

P(X > 8) < mgf y(t) exp(—8t)
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za sve t > (0. Konkretno, za funkciju generatrisu momenata u ovom zadatku i datu
vrednost ¢,

P(X >8) < [(¢ = 1)/5]"" exp(—8 - 5) =

Iskoristite Cernofovu nejednakost da date $to bolju moguéu gornju granicu za verovat-
nocu da je zbir od 12 iid slu¢ajnih promenljivih uniformnih nad [0, 1] ve¢i ili jednak broju
9.

Resenje Uniformna nad [0, 1] ima generatrisu momenata za t > 0

o0

Elexp(tU)] = / exp(tu)1(u € [0, 1]) du

— 00

1
:/ exp(tu) du
0

_exp(tu) !
== |
_exp(t) —1
==

Znadi zbir 12 iid uniformnih nad [0, 1] ima generatrisu momenata [(e! — 1) /]2

Stavimo to u Cernofovu granicu
P(Uy -+ U2 2 9) <mgfy, .y, (1) exp(=91)

et—l 10
:{ - ] exp(—0.75t)12

_ 12
o025t _ ,—0.75t
t

Numericko minimiziranje pojma unutar zagrada daje 0.664554 .. ., sto daje najbolju

gornju granicu | 0.007419. . . |

Za X ~ Cauchy, nadi

P(X € [0,5)).

Resenje Gustina Kosijeve je (2/7)(1 + s?) 7L, tako da je ovo jednako
52 ) 2
/ — 11+ s* ds = —[arctan(5) — arctan(0)] ~ |0.4371|.
o T T

Oceniti ((2.5) na Cetiri znacajne cifre.

Resenje Primetimo
n

CHED P g

i=1 i=n+1

Klju¢ je u nalazenju koliko veliko treba da bude n da bi nas rezultat bio tacan na 4 znacajne
cifre.
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Mozemo oceniti zbir odozgo koristeci integral.

Uzimajuci n = 1645, dobijamo da je ova suma najvise 0.00001, i tako

1645 1 1645 1
¢(2.5) € [Z 55 ) a5 T 0.00001] = [1.34147,1.34179],
i=1 =1

pa na 4 znacajne cifre, ((2.5) ~|1.341 |.

27.5 Za X ~ Zeta(a) sa o > 1, dokazati da In(X') uvek ima kona¢no ocekivanje.

Resenje Ocekivanje za In(X) je suma

E[ln(X)] = Zln(i)iia

posto je In(1) = 0.

Primetimo da je za x € [1,2),In(1 + x) > In(2) i 1/2® > 1/2%. Isto tako, za = € [2, 3),
In(1+2) >1In(3)i1/z* > 1/3% Primena ove ideje za sve intervale $irine 1 daje

E[ln(X)] = ¢(a)~' ) In(i)/i
1=2

< ((a)™t /100 In(1+z)/x dx.

Ovaj integral nije lako resiti. Pomaze da primetimo da za x > 1 vazi,
In(l+2)—In(z) =In(1+1/z) <1+1/x,

$to znaci da je
In(1+z) <In(z) + 2
za x > 1. Dakle

E[ln(X)] = ¢(e)™ "> In(i)/i®
=2

<g@)t [ 2+ nfe)/a” da
<24 ¢(a)7t /100 In(z)/x dz.
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Sada mozemo da iskoristimo parcijalnu integraciju

fz) =In(z), ¢'(z) =27, f'(z) = 1/z, g(z) = —27*"/(a - 1),

tako da je
/00 In(z)/z% dz = —In(z)z" " /(a — 1)|5° + /OO 1/z% dz = ((«).
1 1
Dakle
Eln(X)] <24+1/(a—1).

$to je konacno za svako o > 1!

28.1 Mala plasti¢na kantica sadrzi plocice sa slovima MISSISSIPL Cetiri od ovih plo¢ica su
izvucene iz kantice bez vracanja.
a) Kolika je sansa da su sve cCetiri S plocice izvucene?

b) Kolika je $ansa da su ta¢no dve od Cetiri izvucene plocice sa slovom S?
Resenje
a) Nekaje A; dogadaj da je i-ta plocica sa slovom S. Zelimo P(A; A3 A3 A4). Primetimo
da je

P(Ay Ay A3Ay) = P(A1)P(Az| A1)P(As| Ay A2)P(As| AL Az As)
4. 321
1110 9 8

~[0.003030}

28.3 Svakog dana fabrika proizvede 500 srafova od kojih su 10 loseg kvaliteta.

a) Ako se od 500 srafova izvlaci 5 njih na slu¢ajan nacin, koja je verovatnoca da u tom
uzorku nema nijednog loseg kvaliteta?

b) Koji je ocekivani broj srafova loseg kvaliteta u ovom uzorku veli¢ine 5?
Resenje
@ Ovo ce bl 490 489 488 487 486
500 190 108 197 106 L0030

b) Ovo ¢e biti (10/500)(5) = |0.1000 |. Primetimo da nejednakost Markova za broj

losih $rafova Y daje
P(Y > 1) <E[Y]/1=0.1,

tako daje P(Y = 0) > 1 — 0.1 = 0.9 $to je dobra aproksimacija ta¢nog resenja.

28.5 U jednom ekosistemu zivi 1500 ptica odredene vrste. Uzorkovano je 20 od tih ptica i kod
5 je naden odredeni gen. Od 1500, koliko ptica treba da ima ovaj gen da bi ocekivani broj
u uzorku bio 5? (Ova vrsta ocene se zove ocena metodom momenata)
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Resenje Ako je n ptica nosilac tog gena, oc¢ekivani broj je onda

n

—.90.
1500 0

Kada ovo izjednacimo sa 5 dobijamo resenje

= 5(1500)/20 = [375].

29.1 Neka su (W7, Wo, W5, Wy) ~ Multinom(10,0.3,0.2,0.4,0.1). Koliko je

P((Wl, W27 W?)a W4) = (17 37 27 4))?

Resenje Ovo je sli¢no situaciji kada postoji Cetiri odgovora na pitanje i deset osoba je
anketirano. Iz nase formule:
10
1,3,2,4
10!

=0.0004838... |

P((Wy, Wa, W3, Wy) = (1,3,2,4)) = ( >(0.3)1(0.2)3(0.4)2(0.1)4

29.3 Pretpostavimo (X7, X2, X3) ~ Multinom(30,0.5,0.1,0.4).

a) Koja je raspodela za X?
b) Koliko je E[X7]?
¢) Naéi Cov (X1, X3).

Resenje

a) Marginalne raspodele od multinomne su binomne tako da je | X; ~ Bin(30,0.5) |

b) Ocekivanje binomne raspodele je jednako broju eksperimenata puta verovatnoca
uspeha u svakom eksperimentu, dakle: 30 - 0.5 = .
c¢) Kovarijansa izmedu marginalnih multinomne je negativna vrednost broja eksperi-

menata puta verovatnoce ukljuc¢enih marginalnih. U ovom slucaju, 30-0.5-0.4 = @

29.5 Predmet istrazivanja je jedna zivotinjska populacija. Uzeto je 30 zZivotinja. Svaka zivotinja
ima 10% $anse da je genotipa A, 20% $anse da je genotipa B i 70% $anse da je genotipa
C. Neka je (N4, Np, N¢) broj Zivotinja svakog od tri genotipa.
a) Koja raspodelu ima (N4, Np, N¢)?
b) Naéi E(N.).
¢) Kolika je Cov(N4, Np)?
d) Kolika je Cov(N4, N¢)?

Resenje
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a) Raspodela ¢e biti multinomna:

Multinom(30,0.1,0.2,0.7) |.

b) Ocekivanje je verovatnoca odabira tog tipa puta veli¢ina uzorka
E[Na] = 0.1(30) = 3]
c¢) Kovarijansa je proizvod verovatnoca i veli¢ine uzorka, sa negativnim znakom

Cov(Na, Ng) = —30-0.1-0.2 =[—0.6000.

d) Sli¢no tome
Cov(Ng,N¢) =-30-0.1-0.7=|—2.1000]|.

30.1 Neka su Z1, Z5, Z3 iid normalne.

a) Koju raspodelu ima Z; + Z5 + Z3?
b) Koju raspodeluima 5 — Z; + 275 + 473?

Resenje Zapamtite da ¢e svaka linearna kombinacija iid normalnih biti iz familije
normalnih raspodela. Samo uskladite ocekivanje i varijansu.

a) Toje|N(0,3) |

b) To je|N(5,21)|

30.3 Za 41, 2y, Z3 iid normalne neka su

Wy =21+ 2y — 273
Wy =—21+ Z3
Wy = Zs.
a) Na¢i Cov(Wy, Ws).
b) Koju raspodelu ima(W7y, Wy, W3)?
Resenje
a) Ovde je

COV(Wl, Wg) = COV(Zl + Zy — 2735, Zg)
= COV(QZE, Z3)

= 2V(Zs) =[2],

b) Posto je W = AZ, W ima multivarijantnu normalnu tj. multinormalnu raspodelu.
Da bi nasli parametre uzmimo

1 1 =2\ /1 -1 0 6 -3 -2
AAT =1 -1 0 1 1 0 ol=1-3 2 1
0 0 1 2 1 1 2 1 1
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Ocekivanje je 0 vektor tako da

Wi 0 6 -3 -2
Wo | ~ Multinorm 0,1-3 2 1
Ws 0 -2 1 1

30.5 Neka je (X1, X2, X3) multinormalni vektor sa o¢ekivanjem (2.3,1.8, —1.6) i matricom
kovarijanse
1.1 0 2.3
0 24 16
23 1.6 0.7

a) Koju raspodelu ima X?

b) Naéi Cov (X1, X3).

Resenje

a) Ovoje|N(2.3,1.1)|

b) Ovo je .

31.1 Neka su X7, Xo, X3 iid sa gustinom f(s) = s/2 - 1(s € [0, 2]).

a) Koja je gustina od X 1)?
b) Izracunaj E[X(z)]?

Resenje
a) Gustina za X1 je (iz formule za statistike poretka):

Fxa(s) = 3<§>f(s)F(s)°(1 — F(s))*.

Cdf za X1 je za s € [0,2]:
F(a):/a f(s) d5:/a5/2d5:a2/4.
—00 0

Kada je a > 2, onda je F'(a) = 1,izaa < 0, F(a) = 0. Dakle

Fx oy (5) = 3(s/2) - 1(s € [0,2])(1 —5*/4)* = | (3/2)s(1 — 5°/4)* - 1(s € [0,2]) |

b) Da bi nasli E[X )], treba nam gustina. Ponovo koristimo formulu za statistike
poretka:

(s =3(} ) AR (1= F6)* 2 = 35(2 /)1 - 2/4) 15 € 0.2
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Odavde dobijamo oc¢ekivanje

ElX@g)] = /RSfX@)(S) ds
N / s+ (35°/4)(1 — 8% /4)1(s € [0,2]) ds
R

= /2(334/4)(1 — 52/2) ds
0
— 48/35 ~[1.371]

31.3 Datoje P(X =0) =0.3,P(X =1) =0.5,i P(X = 2) = 0.2. Neka su X, X2, X3 iid
sa istom raspodelom kao X.

a) Koja je raspodela od X )?
b) Nadi E[X(Q)]?

Resenje

a) Posto X nije neprekidna, ne mozemo koristiti formulu za gustine statistika poretka.
Ono $to mozemo da uradimo je ideja koju smo koristili za minimum ranije tokom

kursa:
P(X1) >0)=1°
P(Xqy >1) =07
P(X(y > 2) = 0.2°,

$to vodi ka

P(X(y) = 0) = 0.6570, P(X (1) = 1) = 0.3350, P(X;y = 2) = 0.008000.

b) Da biste pronasli o¢ekivanu vrednost X ), potrebno je pronaci njegovu raspodelu.
Ovaj broj je 0 ako su najmanje dva od X, X2, X3 jednaka 0, i 2 je, ako su najmanje
dva od X1, X5, X3 jednaka dva. Cinjenica da je ili 0, 1 ili 2 onda omoguéava
izracunavanje preostalog dela raspodele:

3
P(X@2) =0) = <2>0.320.7 +0.3° = 0.216

P(X(2) =3) = (g) 50.2%0.8 4+ 0.2° = 0.104.

Otuda je
E[X(2)] = 0.216(0) + 0.68(1) + 0.104(2) = | 0.8880 |.

31.5 Kolika je $ansa da za tri iid uniformne na intervalu [0, 1], srednji od tri broja pada u
interval [1/3,2/3]?
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32.3
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Resenje Posto su slucajne promenljive uniformne, sredina tri broja (druga statistika
poretka) ce imati beta raspodela sa parametrima 1i 1:

o (6) = gy L€ 0.1)
= o1 - ) a(s € 0.1)

rr)
= 3ls(1 —s) - 1(s € [0,1]).

Dakle, da bi pronasli verovatnoc¢u da ovo pada u [1/3,2/3], samo integralimo po ovom
intervalu:

2/3 1
6u(l —u) du 5

P(Uq) € [1/3,2/3]) = / ~[0.4814]

P(U(Q) S du) :/
[1/3,2/3]

1/3

Uzmimo Q; = [0, 1] i Q = {1, 2, 3}. Neka je funkcija Y : 0} — (2 definisana sa

Y(y) =1+ 1(y € [0.4,0.6]) + 1(y € [0.5,0.7]).
Naéi Y~1({2}).

Resenje Pitanje trazi koje ulazno y u funkciju Y daje izlazni rezultat 2. Kako je funkcija
napisana preko indikatora, ovo se desava kada vazi ta¢no jedan od uslova y € [0.4,0.6] i
y € [0.5,0.7]. Sto je ta¢no

€[0.4,0.5) U (0.6,0.7] |

[0,1], Q2 = {1,2,3},i

Fo = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}.
ZaY : Q1 — o, neka je

Uzmimo ) =

Y(y)=1+1(y €[0.4,0.6]) + 1(y € [0.5,0.7]).

Koje skupove mora da sadrzi F; (sigma algebra nad €2;) da bi Y bila merljiva funkcija?

Resenje Pogledajmo inverzne slike skupova u F».

YH(0) =Sy =

Y '{1}) =5 = [o 0.4) U (0.7,1]

Y 1({2}) = Sy = [0.4,0.5) U (0.6, 0.7]

Y~1({3}) = 53 = [0.5,0.6]
Y1({1,2}) = S, = [0,0.5) U (0.6, 1]
Y1({1,3}) = S5 = [0,0.4) U[0.5,0.6] U (0.7.1]
Y7H({2,3}) = S5 = [0.4,0.7]

Y7H({1,2,3}) = S7 = [0, 1]
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42.3

42.5

43.1

43.3

43-5
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Znaci merljivi skupovi moraju sadrzati svih ovih osam moguénosti.

F1=[{So,...,57}|

Nastavljajuci sa Y od ranije, ako je P; nad €21 uniformna, koliko je P(Y < 2)?

Resenje

P(Y <2)=Pi(Y '({1,2}))
= P1(]0,0.5) U (0.6, 1])

=[0.9000}

Dokazati (3z)(2z + 3 > 10).

Resenje
Dokaz. Uzmimo z = 4. Onda je 2z + 3 = 11 > 10. 0

Dokazati (Vz)(3y)(zy < 0)

Resenje .

Dokaz. Neka je x € R. Neka je y = —|x|. Pretpostavimo da je 2 > 0, onda y < 0 tako
da je xy < 0. Ako je x < 0, onda je y > 0, i tako zy < 0. U svakom slu¢aju zy < 0. [J

Dokazati da ako je x > 3 onda 2z > 6.

Resenje

Dokaz. Neka je x > 3. MnoZenje sa 2 daje 2z > 6. 0
Kolika je mera prebrojavanja skupa {1,2,...,10}?

Resenje Kako u skupu ima deset elemenata, .

a) Staje {r,g,b} N {g,b,y}?
b) Staje {r,g,b} U{g,b,y}?

Resenje

a) Presek ovih skupova se sastoji od elemenata koji su oba skupa, dakle | {g, b} |

b) Unija ovih skupova sastoji se od elemenata su u bar jednom od njih, dakle
{T7 g? b’ y} *

Kolika je mera prebrojavanja od {r, g, b}?

Resenje Kako ima tri elementa u skupu, | #({r, g,b}) = 3|
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43.7

43-9

43.11

43-13

43-15

44.1

GLAVA 46. RESENI ZADACI
Kolika je mera prebrojavanja od {1, 3,5} x {7,9}?
Resenje Mera prebrojavanja je proizvod pojedinac¢nih mera, tako da je 3 - 2 = @

Neka je A = {r, g, b}. Kolika je mera prebrojavanja od A x A x A x A?

Resenje Koristec¢i multiplikativnu osobinu mera prebrojavanja za direktan proizvod, ovo

je jednako
3-3-3.3=[81].

a) Kolika je Lebegova mera od [2, 10]?

b) Kolika je Lebegova mera od [—6, 2]?
Resenje

a) Ovo je duzina intervala 10 — 2 = .

b) Ovo je duZzina intervala 2 — (—6) = .

Kolika je Lebegova mera od [3,4.5] x [0, 6]?

Resenje Kako prvi skup ima Lebegovu meru 4.5 — 3 = 1.5 a drugi ima Lebegovu
meru (duzinu) 6 — 0 = 6, Dekartov proizvod ima Lebegovu meru (povrsinu) jednaku

(6)(1.5) =[9]

De Morganovi zakoni kazu da je

(AUB)Y = AN B¢
(AN B)® = A° U BC.

Pretpostavimo da ovaj zakon vazi za dva skupa i onda dokazimo da
(AUBUC)Y = AN BYncC.
Resenje Nekaje R = AU B. Onda
(AUBUC)Y =(RUC)® =RYNnC”

prema De Morganovom zakonu za dva skupa. Po istom zakonu je R® = A N B®. Sve
ovo zajedno daje
(AUBUC)Y =ANBYnc’

$to smo i zeleli.

Za datu funkciju f : {a,b,c} — {b, ¢, d} odgovoriti na sledece.

a) Koji sumogudi ulazi za f?

b) Koji su mogudi izlazi za f?

Resenje

a) Mogudi ulazi su|{a,b,c} |

b) Moguéi izlazi su|{b, c,d} |
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Neka je g(a) = b, g(b) =big(c) =d.Dalijeg 1 —1?

Resenje Funkcija jer postoje dve ulazne vrednosti koje daju isti izlaz.

Razmotrimo funkciju f(z) = 22

a) Recimo f : [0,1] — [0,1]. Dalije f na? Dalije 1 — 1?
b) Recimo f : [—1,1] — [0,1]. Dalije f na? Dalije 1 — 1?
¢) Recimo f: [—1,1] — [0,2]. Dalije f na? Dalije 1 — 1?
Resenje
a) Nekajey € [0,1]. Ondaje /y € [0,1]i f(\/y) = y, tako da je f na. Akoje a® = b?
onda je |a| = |b| posto je Va2 = |a|. Tako dazaaibobau[0,1],a =b,i fjel—1.

b) Ako je funkcija ve¢ bila na, pove¢avanjem domena to i ostaje. Medutim, sada je
f(=1/2) = f(1/2) = 1/4, sto pokazuje (kontraprimerom) da funkcija f nije vise
1-1

¢) Ako je f(a) = 2, onda je a®> = 2, tako da |a] = V2ia € {—v/2,v/2}, od kojih
nijedno nije u [—1, 1]. Dakle f nije viSe na. Primer f(—1/2) = f(1/2) = 1/4 se
opet moze koristiti da se pokaze da funkcija nije 1 — 1.

Izracunajte sledece integrale:

3 0 00
/ z3 du, / xexp(x) dx, / zexp(—x?/2) dz
0 —00 —00

(Napomena, nakon $to ste resili probleme poput ovih, ohrabrujem vas da koristite alate
kao sto je Wolfram Alpha da proverite svoje odgovore. Na primer, unesite

integrate x”3 from 0 to 3

na sajtu www.wol framalpha.com da proverite svoje reSenje prvog integrala.)

Resenje Primitivna funkcija od 23 je 2% /4, i koriséenje osnovne teoreme iz analize daje

- zt 81
/Om ar="] =2 —[02)

Za sledeci integral je potrebna parcijalna integracija. Prisetimo se:

b b
/ f(2)d (@) dz = f(@)g()] — / f(2)g(x) de

Postavljanje f(z) = zi¢'(z) = exp(x) daje f/'(z) = 1i g(x) = exp(z), tako da

3

0

/O zexp(x) dr = rexp(x)|® . — /0 exp(x) dx

—0oQ —00

= LEGXp(.T)’(iOO - eXp($)|0—oo

Obratite paznju da ne moZete jednostavno ubaciti minus beskona¢no, ve¢ morate uzeti
limes kako funkcija ide ka minus beskona¢nom.
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Takode, zapamtite da polinomi poput x rastu mnogo sporije od eksponencijalnih funkcija,
iz exp(—x) je samo
x

exp(z)

Dakle, brojilac raste polinomijalno, dok imenilac raste eksponencijalno, pa je ovaj limes
jednak 0. Generalno, pravilo je

logaritmi < polinomi < eksponencijalne < faktorijeli.

Jos jedan nacin za re$avanje problema poput ovog je primena Lopitalovog pravila: Pret-
postavimo lim,_, f(z) = lim,;_,, g(x) i da je limes 0 ili beskona¢no. Lopitalovo pravilo
onda kaze da ako lim,_, f'(x)/g’(z) postoji i konacan je, onda je lim, ., f(z)/g(x) =

limg . f'(2)/9'(2).

Sada je x exp(x) = x/ exp(—x), izvod od z je 1, a izvod od exp(—x) je — exp(—x), tako
da

lim — =0,
z——o0 —exp(—x)

§to znadi da je i lim,_, o zexp(z) = 0. Dakle

0
/ zexp(z) dr = zexp(z)|” o —exp(z)|”o =0—0— (1 —0) =|—1].

—0o0

Treci integral zahteva smenu. Setimo se da

b g(b)
/f(g(w))g’(x) dw:/ 9(y) dy.

U ovom sluéaju, g(z) = —22/21i ¢'(x) = —x. Sada, —z se ne podudara bas sa = u
integralu, ali samo pomnozite i podelite sa —1 da biste ga doveli u odgovarajuci oblik:

/bxexp(—x2/2) dx = /b —wexp(—a?/2) dx

-1
_b2/2 exp(y) b2
_ _ —b2/2
= /_ P dy = —exp(y)|_,2)5-

a——00 b—00

/OO zexp(—22/2)]dz = lim lim —exp(—b%/2) 4 exp(—a®/2) =[0]

Naci

/12 xIn(z) dr

pomerajuéi izvod od z = [22 /2]’ uz In(x) da bismo ga se otarasili.
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Resenje Parcijalna integracija nam daje

/1 i zln(z) de = / 1 (2%/2] In(z) dx

-1
2
- [~ @) + )2 do
2
= [ =@/ + P )2 da
— /2 —2/2 4 [2°In(x) /2] dz
1

2
_ /1 _[22/4] + [22In(z) /2] do

= 2?[In(x)/2 - (1/4)]}
= 4[In(2)/2 — (1/4)] = (1[0 — (1/4)] = 2In(2) — 3/4 ~[0.6362]

Mozemo da proverimo nas$ rezultat koriste¢i integrate xx1ln(x) from 1 to 2

u Wolfram Alpha.
o0 x
II/(/U@waw<w
0 0

tako da se moze primeniti Fubini. Zamenite znakove pitanja sa odgovaraju¢om funkcijom

od y.
00 ?
I:i/ /1ﬂLyMMdy
o J?

Resenje U integralu / z ide od 0 do oo, dok y ide od 0 do z. Napisacemo to kao
nejednakost

Pretpostavimo da je

0<y<u=z

Sa stanovista x, ovo znac¢i x > y. Nema gornje granice za x, pa zamena znakova pitanja

sa funkcijama y daje:
I= / / f(x) dx dy.
0 T

Primetite da je oo konstanta kao funkcija od y.
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Jaki zakon velikih brojeva (JZVB), 68
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multinomna raspodela, 181
multinormalna, 189
multivarijantna normalna, 189

Negativna binomna raspodela, 134
nejednakost Cernofa, 167
nejednakost Cebiseva, 162
nejednakost Markova, 161
nekorelirane, 103

neprekidna sluc¢ajna promenljiva, 27
nezavisne slucajne promenljive, 19
nezavisni dogadjaji, 19
nezavisnost putem gustina, 152
nezavisnost putem gustina, 152
norma, 95

norma unutrasnjeg proizvoda, 96
normalna raspodela, 119

oc¢ekivana vrednost, 68



362

ocekivanja slucajnih vektora, 152
ocekivanje, 68
Osnovna teorema verovatnoce, 8o

particija, 47

podskup, 273, 280

pomerena, 56

prazan skup, 280

prebrojivo beskonacan skup, 20

presek, 273
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prostor ishoda, 4
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simetri¢na funkcija, 68

simetri¢na slucajna promenljiva, 69
skalirana, 56

skup, 279

slu¢ajna promenljiva, 33

slucajne promenljive, 17

slucajni proces, 132

srednja vrednost, 68

standardna devijacija, 98

teskog repa, 172
Tonelijeva teorema, 292

uniformna nad kontinuumom, 23
uniformna raspodela, 18

unija, 273

unutrasnji proizvod, 96

uslovna verovatnoca, 38

varijansa, 98
vektorski prostor, 95
verovatnoce slucajnih vektora, 151

Zakon potpune verovatnoce, 81
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Zipf, 172

INDEKS





